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이 노트에서는 고등학교에서 배우는 수학의 내용 중 수와 식에 
관련된 개념과 공식을 정리하고 그에 따른 예제와 풀이를 소개 
합니다. 필요한 경우 중학교 과정의 내용도 포함하고 있습니다. 
이 노트에서 포함하고 있는 내용은 다음과 갈습니다. 

• 집합과 명제 

• 수 체계 

• 식의 계산과 인수분해 

• 방정식과 부등식 

• 행렬 


예제 


_ ᅵ. 집합 A = {1, 2, 3, 4, 5} 에 대하여 두 조건 

AHX=X, n(X)=3 

을 모두 만족시키는 집합 의 개수를 구하여라. 


풀이 고文이므로 xc = 고가 성립한다. 즉 고의 부분집합 
중에서 원소의 개수가 3인 것을 찾으면 된다. 이것은 서로 다른 
5개의 물건 중에서 3개를 고르는 경우의 수와 갈으므로 


이다. 즉 답은 10개이다. 


이 노트가 수학을 공부하는 분들께 도움이 되기를 바랍니다. 


n 집합 

주어진 조건에 의하여 그 대상이 분명하게 결정되는 모임을 집 
합이라고 부른다. 그리고 집합에 속해 있는 대상을 원소라고 부 
른다. a 가 고의 원소인 것을 aE 고로 나타낸다. 원소가 하나도 
없는 집합을 공집합이라고 부르며 0 으로 나타낸다. 

두 집합 A, 끄에 대하여 고의 모든 원소가 끄의 원소일 때， A 
를 必의 부분집합 이라고 부르고 A c 끄로 표기한다. [고 c B 를 
고 도 끄로 나타내기도 한다.] 모든 집합은 자기 자신의 부분집합 
이며，공집합은 모든 집합의 부분집합이다. 


부분집합의 성질 

집합 A, B, 6와 공집합 0 에 대하여 다음이 성립한다. 
(1) 0(=^, Acz A 
⑵ A (= 끄이고 B c = 고이면 A = B. 

⑶ A c 끄이고 Be ᄍ이면 Acz C. 


두 집합 고，끄에 대하여 다음과 같이 정의한다. 

• 합집합 : A[j B= {x\x^ A 또는 x^B} 

• 교집합 : A[^ B = {x\ x^A 그리 고 x^B) 

• 차집합 : A — B = {x \ x^A 그리고 x ^ B) 

(차집합을 A\B 로 나타내기도 한다.) 


집합 연산의 법칙 


집합 고， B , 67에 대하여 다음이 성립한다. 


(1) AUB = BUA , AnB = Bf]A 

(교환법칙) 

(2) ( AUB ) UC = AU ( BUC ), 


( AnB ) nc = An ( Bnc ) 

(결합법칙) 

(3) AD (BU C ) = (AD B ) U (AD C ), 


AU (Bn C) = (AU B ) n (AU c ) 

(분배법칙) 


주어진 집합 "에 대하여 그의 부분집합 고를 생각할 때，처음 
에 주어진 집합 U 를 전체집합 이라고 부른다. U7\ 전체집합이 
고 고가 전체집합의 부분집합일 때 고의 여집합을 

A c = {x\x^ U ： x ^ A}= U— A 


로 정의한다. 

원소의 개수가 무한인 집합을 무한집합 이라고 부르고，원소의 
개수가 유한인 집합을 유한집합 이라고 부른다. 유한집합의 원소 
의 개수를 nU ) 와 같이 나타낸다. n(0)=O 이다. 참고로 합집 
합의 원소의 개수는 다음과 같이 계산할 수 있다. 


n{A U B) = n{A) +n{B) —n(Af]B) 

특히 세 집합의 합집합의 원소의 개수는 다음과 같이 계산할 수 
있다. 


n{A U B[j C) = n(A) +n{B) +n{C) 

— n(AnB)—n(Br] C) —n(CD A) 
^n(AnBnc). 

이와 갈은 원리를 포함- 배제의 원리라고 부른다. 


예제 


_ 2 . 60명의 학생에게 A , B 두 문제를 풀게 하였더니 A 를 

푼 학생은 36명，묘를 푼 학생은 41명， A 와 묘를 모두 풀지 못한 
학생은 4명이었다. 이때 A 만 푼 학생의 수를 구하여라. 


풀이 문제 A 를 푼 학생들의 집합을 고，문제 묘를 푼 학생들의 
집합을 끄라고 하자. 그러면 

n(A\JB) = 60 — 4 = 56, n(A) = 36, n(B) = 41 
이므로 nUn 끄 ) =36+ 41 -56 = 21 이다. 따라서 문제 A 만 푼 
학생의 수는 71(고)-71(사1끄) =36-21 = 15(명)이다. □ 


전체집합과 여집합의 성질 


전체집합 "의 두 부분집합 A , 고에 대하여 다음이 성립한다. 

( 1 ) ir=0, 0 c =u 


(2) { A C ) C = A 


(3) AUA C = U , Af ] A c = 0 


(4) A - B = Af ] B c 


(5) ( AUB) c = A c nB c 

(드 모르간의 법칙) 

(6) ( AnB) c = A c UB c 

(드 모르간의 법칙) 
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예제 


3 . 전체집합 "의 두 부분집합 A, 끄에 대하여 다음을 간 
단히 하여라. 

(1) (AUB)nA c (2) (A-B)U(B-A C ) 

풀이 ( 1 ) (AUB)nA c =(AnA c )u(BnA c )= 0 U (BnA c ) 

= bha c =b-a. 

(2) (A-B)u(B-A c ) = (AnB c )u(BnA) 

= (AnB c )u(AnB) = An (b c ub)=ah u=a. □ 

B 명제 


두 조건 p , g 에 대하여 다음과 같이 정의한다. 



명제와 대우의 관계 


(1) 명제 V 一 

今 g 가 참이면 대우 〜 g ᅳ 

〜 p 도 참이다. 

(2) 명제 p - 

^ g 가 거짓이면 대우 〜 g - 

~p 도 거짓이다. 


참 또는 거짓 중 하나로만 결정되는 문장을 명제라고 부른다. 
명제 P 에 대하여 가 아니다’를 명제 P 의 부정이라고 부르며 
기호로 〜 P 로 나타낸다. 

변수 X 를 포함하는 문장 중에서 X 의 값이 결정 됨 에 따라 명 제 
가 되는 것을 조건이라고 부른다. 전체집합 "의 원소 중에서 
조건 P 가 참이 되게 하는 모든 원소의 집합을 조건 P 의 진리집 
합이라고 부른다. 조건 P 의 진리집합을 P 라고 할 때，〜 P 의 진 


증명 P 의 진리집합을 P 라고 하고 g 의 진리집합을 라고 하 
자. 그러면 PC 상일 필요충분조건은 (5 e c = P e 인 것이다. 따라 
서 P -> g 의 참 • 거짓 여부와 〜 g ᅳ 〜 P 의 참 • 거짓 여부는 
일치한다. ■ 


예제 


_ 6 . 명제 노가 1보다 크면 x 
구하고 각각 참，거짓을 밝혀라. 


法수이다’의 역，이，대우 


리집합은 이다. 


명제와 진리집합의 관계 1 

명제 V ᅳ 앞에 대하여 두 조건 P , 앞의 진리집합을 각각 P , 
<5라고 하면 다음이 성립한다. 

① /々= 상이면 명제 p ᅳ q 는 참이다. 

後 P 또 상이면 명제 p ᅳ q 는 거짓이다. 


풀이 역 : 난가 양수이면 冗는 1보다 크다’ (거짓) 

이 : x 가 1보다 크지 않으면 a ; 는 양수가 아니다’ (거짓) 

대우 : 난가 양수가 아니면 x 는 1보다 크지 않다’ (참) □ 

명제 p ᅳ g 가 참일 때 기호로 p =수 g 로 나타낸다. 이때 p 는 q 
이기 위한 충분조건이라고 하고， q 는 P 이기 위한 필요조건이라 
고 한다. 또 p 극 g 이면서 q 다 p 9 l 것을 기호로 p 유 g 로 나타 
내고 p 는 g 이기 위한 필요충분조건이라고 한다. 


보기 


명제 노〉0이면 x 2 〉0 이다’는 참이다. 왜냐하면 두 


집합 P= { x\x > o }, 상= {冗 I 冗 2 〉아 에 대하여 jPc 이기 
때문이다. C 


보기 


명제 ‘ X 가 실수이면 X 2 > 0이다’는 참이다. 왜냐하면 


난가 실수이다’의 진리집합과 X 2 > 0의 진리집합은 모두 묘 로 


서 같기 때문이다. 그러나 노가 복소수이면 X 2 > 0이다’는 거짓 
이다. 왜냐하면 복소수이지만 제곱하였을 때 0보다 작은 수가 
존재하기 때문이다. □ 


명제와 진리집합의 관계 2 

전체집합 "에 대하여 조건 P 의 진리집합을 ^라고 하면 다 
음이 성립한다. 

① "일 때 ‘모든 x 에 대하여 p 이다’는 참이다. 

② P 국 0 일 때 …가 성립하는 x 가 존재한다’는 참이다. 


참고 여러 가지 명제의 부정은 다음과 갈다. 

• ‘p 그리고 g ’ 의 부정은 ‘ 〜 p 또는 〜 g ’ 이다. 

• ‘p 또는 g ’ 의 부정은 ‘ 〜 p 그리고 〜 g ’ 이다. 

• ‘모든 x 에 대하여 p 이다’의 부정은 ‘〜 p 가 성립하는 : r 가 
존재 한다’이다. 

• V 가 성립하는 x 가 존재한다’의 부정은 ‘모든 x 에 대하여 

〜_ P ’ 이다. □ 


예제 


▼. 조건 p , g 가 다음과 같이 주어졌을 때， p 는 g 이기 위 
한 어떤 조건인지 구하여라. (단， X ， a , b 는 실수이다.) 

(1) - x = 3 q * 2x = 6 


(2) p : a — b = 0 
⑶ p : x 2 = 3x 


q : a 2 =b 2 
q '■ x = 0 


풀이 (1) 필요충분조건 

(2) 충분조건이지만 필요조건은 아니다. 

(3) 필요조건이지만 충분조건은 아니다. 


예제 


_ 8 . 다음 문장의 부정을 말하여라. 

(1) 이 세상에는 커피를 마시지 못하는 사람이 있다. 

(2) 모든 땅강아지의 다리의 수는 여섯 개이다. 

(3) 그는 저녁에 영화를 보거나 잠을 잘 것이다. 

⑷ 수지는 노래도 잘 하고 춤도 잘 춘다. 


풀이 (1) 이 세상에 커피를 마시지 못하는 사람은 없다. 
(이 세상의 모 든 사람은 커피를 마실 수 있다.) 

(2) 다리의 수가 여섯 개가 아닌 땅강아지도 있다. 

(3) 그는 저녁에 영화를 보지 않고 잠도 자지 않을 것이다. 
⑷ 수지는 노래를 잘 하지 못하거나 춤을 잘 추지 못한다. 
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예제 


B 실수 

물건의 개수를 셀 때 자연스럽게 사용하는 수를 자연수라고 부 
른다. 즉 1부터 시작해서 1씩 더해서 만들 수 있는 수를 자연수 
라고 부른다. 자연수 전체 집합은 N 으로 나타낸다. 

갈은 수를 여러 번 곱하는 것을 거듭제곱이라고 부른다. 예를 
들어 2 X 2 X 2 = 2 3 이다. 여기서 2를 밑，3을 지수라고 부른다. 

두 자연수의 공약수 중에서 가장 큰 자연수를 최대공약수라고 
부른다. 그리고 공배수 중에서 가장 작은 자연수를 최소공배수 
라고 부른다. 두 자연수를 소인수분해한 뒤 지수가 더 작은 것 
만 골라서 곱하면 최대공약수가 되고，지수가 더 큰 것만 골라 
서 곱하면 최소공배수가 된다. 


예제 


24와 180의 최대공약수와 최소공배수를 구하여라. 


풀이 두 수를 소인수분해하면 24 = 2 3 X 3， 180 = 2 2 X 3 2 X 5 

이므로 최대공약수는 2 2 X 3 = 12 이고 최소공배수는 2 3 X 3 2 X 
5=360이다. r 


10 . 다 


ᄋ ᄇ 




1그 




⑴ ¥ 


소수로 나타내었을 때 유한소수로 나타 


4 


⑷ 


2 


11 


하여라. 


4 

⑵ J 

(3) 

(5) 그— 

、이 48 

(6) 


25 

24 

75 



⑵ 

⑶ 

⑷ 

(5) 

( 6 ) 


4 一 

4 

3 _ 

3 

4 

4 

25 - 

_ 5 2 

2 

2 

11 - 

_ 11 

7 

6 

48 - 

2 4 X 3 

24 

_ 8 _ 8 

75 _ 

25 5 2 


: 유한소수로 나타낼 수 있다. 

: 유한소수로 나타낼 수 없다. 

: 유한소수로 나타낼 수 있다. 

: 유한소수로 나타낼 수 없다. 

: 유한소수로 나타낼 수 없다. 

: 유한소수로 나타낼 수 있다. 


참고 최대공약수는 greatest common divisor 을 줄여 gcd 이 
라고 쓰는 경우가 많고，최소공배수는 least common multiple 
을 줄여 1 cm 이라고 쓰는 경우가 많다. □ 


수직선 위에 점으로 나타낼 수 있는 수를 실수라고 부른다. 실 
수 전체 집합은 R 로 나타낸다. 실수이지만 유리수가 아닌 수를 
무리수라고 부른다. 무리수는 순환하지 않는 무한소수로 나타난 

다. 


자연수에 0과 음수의 개념을 추가한 것을 정수라고 부른다. 정 
수 전체 집합은 고로 나타낸다. 

분모와 분자가 정수인 분수로 나타낼 수 있는 수를 유리수라고 
부른다. [단，분모가 0인 경우는 당연히 제외한다.] 유리수 전체 
집합은 (D 로 나타낸다. 유리수의 몇 가지 성질은 다음과 갈다. 


유리수의 성질 

(1) 분모와 분자가 정수인 분수를 소수로 바꾸면 유한소수가 
되거나 순환하는 무한소수가 된다. 

(2) 모든 유한소수와 순환소수는 분모와 분자가 정수인 분수 
로 나타낼 수 있다. 

(3) 분모와 분자가 정수인 기약분수의 분모를 소인수분해했 
을 때 소인수가 2와 5밖에 없으면 그 분수는 유한소수 
로 나타낼 수 있다. 


참고 0을 제외한 모든 유한소수는 무한소수로 나타낼 수 있 
다. 예를 들어 3.56 은 3.55 쇼로 나타낼 수 있다. [ 


참고 순환소수의 반복되는 최소의 숫자배열을 순환마디라고 
부르며，표기할 때에는 첫 순환마디의 첫 번째 숫자와 마지막 
숫자 위에 점을 찍고 이후 숫자는 쓰지 않는다. 순환소수를 간 
단하게 나타내고 그것을 읽는 예는 다음과 같다. 

0.444 • = 0.4 (영 점 사 순환마디 사) 

31.2535353 …= 31.2은용 (삼십일 점 이오삼 순환마디 오삼) 
0.2023023023 …= 0.2스2용 (영 점 영이삼 순환마디 영이삼) 


수의 연산 법칙 


(1) a-\~b = b-\~a, ab = ba 

(교환법칙) 

(2) (a-\-b) -\-c = a-\-(b-\-c), a(bc) = (ab)c 

(결합법칙) 

(3) a(b-hc) = ab + ac, (a-hb)c = ac + bc 

(분배법칙) 


집합 고의 임의의 두 원소 a , 6에 대하여 어떤 연산。을 한 
결과가 항상 고의 원소일 때，즉 a ᄋ 고일 때，집합 고는 연 
산。에 대하여 닫혀있다고 말한다. 

집합 고가 연산 ° 에 대하여 닫혀있을 때，고의 모든 원소 a 에 
대하여 a ° e = e ° <2 = < 2 를 만족시키는 고의 원소 e 가 존재하 
면 e 를 연산 ° 에 대한 항등원이라고 부른다. 또 집합 고의 원 
소 a 에 대하여 a ᄋ x =x ᄋ a = e 를 만족시키는 고의 원소 x 
가 존재하면 x 를 연산 ° 에 대한 a 의 역원이라고 부른다. 


실수 전체 집합에서의 항등원과 역원 

(1) 덧셈에 대한 항등원 0 

(2) 곱셈에 대한 항등원 1 

(3) 임의의 실수 a 의 덧셈에 대한 역원 -a 

(4) 0이 아닌 임의의 실수 a 의 곱셈에 대한 역원 - 


위와 갈은 내용이 어려운 것은 아니지만 용어가 혼동될 때가 많 
다. 따라서 용어를 잊지 않도록 평소에 정확하게 표현하는 연습 
을 해야 한다. 


• • • 
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실수의 대소 관계에 대한 기본 성질 

(1) 임의의 실수 a 에 대하여 다음 중 하나만 성립한다. 

a > 0, a = 0, a < 0 

(2) a 〉0 이고 6〉0 이면 a + b 〉0, a 6〉0 이다. 

(3) a 〉0 이면 - a <0 이고， a <0 이면 _ a 〉0 이다. 


참고 a 〉 6 일 필요충분조건은 a — 6〉0인 것이다. 


T 그 S 


예제 


_ 11. 실수 a, b, c 에 대하여 다음。ᅭ 

⑴ a 〉 6이고 6〉 c 이면 a 〉 c 이다. 

(2) a 〉 公이면 a + c 〉 公 + c 이다. 

(3) a 〉 6이고 c 〉0 이면 ac 〉6 c 이다. 

(4) a 〉 6이고 c <0 이면 ac <6 c 이다. 


증명 하여라. 


풀이 (1) a > 心이므로 a - 心〉0이다. 또한 心〉 c 이므로 
6 — c 〉0 이다. 따라서 

a — c = (a — b) + (b — c) = (양수) +( 양수) > 0 
이므로 a > c 이다. 

(2) a 〉 6이므로 a — 6〉0이다. 따라서 

(a + c ) — (6 + c ) =a~b > 0 
이므로 a + c 〉 公 + c 이다. 


(3) a -&〉0 이므로 

ac—bc= (a — b)c= (양수) X (양수)〉0 
이다. 따라서 ac 〉6 c 이다. 

(4) a — 6〉0이고 一 c 〉0 이므로 

bc — ac= (a — 6)(— c ) = (양수) X (양수) > 0 
이다. 따라서 5 c〉ac 이다. 


복소수도 실수처럼 덧셈과 곱셈에 대한 교환법칙，결합법칙，분 
배법칙이 성립한다. 특히 복소수의 사칙계산은 다음과 갈다. 


복소수의 사칙계산 

실수 a, b, c, 넜 에 대하여 자 =a + 6i ， 2 ： 2 =c + cH 일 때 

① ~\~z 2 = (a-\~bi) + (c-\~di) = (a + c) + (b-\~d)i 

② z 1 —z 2 = (a + 6i) — (c + c 沈 ) = (a — c) + (b — d)i 

③ z x z 2 = (a + 6z)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i 


④ 


z i _ a~\~bi _ ac-\~bd 
公 2 c + di c 2j rd 2 


be—ad . 


위 공식에서 덧셈，뺄셈，곱셈은 실수의 사칙계산 법칙을 이용하 
면 자연스럽게 계산할 수 있으므로 공식을 억지로 외울 필요가 
없다. 또한 복소수의 나눗셈은 분모와 분자에 똑같이 분모의 켤 
레복소수를 곱하면 된다 고 기억하면 좋다. 

a 가 양수일 때 제곱하여 a 가 되는 실수는 2개가 있는데，그 수 
를 a 의 제곱근이 라고 부른다. [단，0의 제곱근은 0이다.] 그리 
고 a 의 제곱근 중에서 음이 아닌 것을 、「드弓: 나타낸다. 


제곱근 

a > 0, 6 > 0일 때 다음이 성립한다. 

(1) \fa \fb = y/ab 

(2) ( 단 ， a 국 0) 

、/ a V a 

(3) \fcFb = a \/b 


수 


제곱하여 一 1 이 되는 수 중 하나를 i 로 표기하고 허수단위라고 
부른다. 임의의 두 실수 a, 6에 대하여 a + W 로 나타낼 수 있는 
수를 복소수라고 부른다. 이때 a 를 실수부분， b 를 허수부분이라 
고 부른다. 실수가 아닌 복소수를 허수라고 부른다. 


복소수의 상등 

실수 a, b, c, 에 대하여 

a + bi = c_\~di 冬今 a = c, b = d 


참고 위 법칙에서 a, b, c, d 가 실수라는 조건이 빠지면 안 
된다. 예를 들어 a + 때 a, 6가 실수라는 조건이 

없으면 a = i, b = i 일 수도 있다. □ 


예제 


12 . 실수 x , 있에 대하여 2 + ( x 2 + 2 x)i =y — iy\ 성립할 
때 x , ?/의 값을 구하여라. 


풀이 있 = 2이고，모 2 +2모 =— 1이므로 ： r =— 1이다. 


실수 a, 6에 대하여 a-bi 를 a + 6 i 의 켤레복소수라 고 부른다. 
복소수 ^의 켤레복소수를 도로 나타낸다. 


예제 


13 . 다음 식을 간단히 


하여라. 


( 1 ) 3 \/ 2 - 5 \/ 2+472 

(2) 〜/표+2〜/료?一 7150 


⑶ V3(a/3+2) 


(4) 、「호— ^6 + 2^3 


풀이 (1) ( 준식 )=(3 —5 + 4) ^=2^ 

( 2 ) (준식) 

⑶ (준식) =( v 可) 2 + 2 v 상 =3 + 2 v 상 

(4) (준식)= 73 + 2^3 = 3\/3 □ 

복소수를 이용하면 다음과 같이 음수의 제곱근을 계산할 수 있다. 


음수의 제곱근 

⑴ a 〉0 일 때 다음이 성립한다. 

① \f-~a = \fai 

② 一 a 의 제곱근은 士 vO 자다. 

(2) a < 0, 6<0 일 때 \fa \fb —— \fab 

(3) a 〉0, 6 < 0일 때 
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예제 


14. 다음을 


a + W 의 꼴로 나타내어라. (단， a , 



⑴ 씨-씨 
(3) 、j _ 2 a /— 8 


(2) 〜 /— 27 + 2 、 J _ 3 


⑷ 


712 


풀이 (1) 、j _ 8 一 、! _ 2 2 \pli — \pli \ pli . 

(2) 7=^+2〜/=꿍 =3v 세+2〜/등가 = 5v 세. 

(3) \j 一 2 \j — 8 — \pl i X 2 \pl i = — 4 

"、 Vl 2 2^/3 2^3 i 

⑷ / —— — — 下 = - p==_2z. 

V^3 V3i — V3 



수와 문자가 덧셈，뺄셈，곱셈으로 결합된 것을 다항식이라고 부 
른다. 다항식에 관련된 용어는 다음과 갈은 것들이 있다. 

• 항 : 곱으로 묶인 하나의 덩어리 

• 상수항 : 문자가 없고 수만 있는 항 

• 단항식 : 하나의 항으로 이루어진 식 

• 계수 : 문자 앞에 곱해져 있는 수 

• 차수 : 하나의 항에서 곱해진 문자의 개수를 항의 차수라 고 
부르며，다항식에서 각 항의 차수 중 가장 큰 값을 식의 차 
수라고 부른다. 

• 동류항 : 문자와 차수가 갈은 항 
예를 들어 식 

3 x 2 — xy +Ay 


다항식의 곱셈공식 

(1) 이차식의 곱셈공식 

• (a + 6) 2 = a 2 2abb 2 

• (a — b) 2 =a 2 — 2ab + b 2 

• (a-\~b)(a — b) = a 2 ~b 2 

• (x + a)(x + 6) =a: 2 + (a + 6)aH-a6 

• (ax-\-b) (cx-\-d) = acx^ + {ad + bc)x + bd 

(2) 삼차식의 곱셈공식 

• (a + 6) 3 = a 3 -\~3a 2 b-\-3ab 2 -\~b 3 

• (a~b) 3 = a 3 — 3a 2 b-\-3ab 2 — b 3 

• (a-\~b)(a 2 — ab~\~b 2 ) =a 3 -\~b 3 

• (a — b)(a 2 -\-ab-\~b 2 ) =a 3 ~b 3 


곱셈공식을 외우지 않아도 다항식의 기본적인 곱셈은 할 수 있 
다. 그러나 식의 변형에서 곱셈공식이 필요하며 특히 인수분해 
할 때 곱셈공식을 거꾸로 사용하므로 곱셈공식을 자연스럽게 사 
용할 수 있도록 연습해야 한다. 


예제 


풀이 


15. x-\-y = 3, 회/ =1 일 때 (冗一있) 2 의 값을 구하여라. 
( x ~ y ) 2 = { x -\- y ) 2 — 4 ：xy = 3 2 — 4 = 5. 


예제 


16. 


X 


+ 冗 + 1 = 0일 때 다음 식의 값을 구하여라. 


⑴ 


x 


X 


⑵ 


X 


X 


은 항이 4개인 이차식이며 3 x 2 과 ccy 는 이차항，4公는 일차항，1 

은 상수항이다. 3一의 계수는 3이고，一別/의 계수는 一1 이다. 
- ocy 는 그 자체로는 이차항이지만 x 에 대한 일차항이기도 하고 
2/에 대한 일차항이기도 하다. 

다항식의 덧셈과 뺄셈을 할 때에는 동류항끼리 계산하면 된다. 
다항식의 곱셈을 할 때에는 다음과 갈은 지수법칙을 이용한다. 


지수법칙 a 와 6가 0이 아닌 실수이고 m 과 n 이 자연수일 
때 다음이 성립한다. 

(1) a m Xa n 

_ 广 jrt + n 



(2) ( a m ) n = 

mn 

a 



(3) a m 七 a n 

一 "m — n 

—— CL 

(m > n 

인 경우) 

a m + a n 

1 

n—m 

\AJ 

(m < n 

인 경우) 

a m -T- a n 

= 1 

(m = n 

인 경우) 

⑷ ( ab) n = 

a 、' ( i ! 

n a n 

_ b n 



곱해져 있는 식의 괄호를 풀어 나타내는 것을 전개한다고 하며， 
전개하여 나타낸 식을 전개식이라고 부른다. 또한 전개되어 있 
는 다항식을 문자를 포함한 두 개 이상의 다항식의 곱으로 나타 
내는 것을 인수분해라고 부른다. 전개 • 인수분해 공식은 다음과 
갈다. 


풀이 주어진 식의 양변을 x 로 나누면 X + 




X 


1 이다. 


\2 


(1) x 2 H — -= xH - —2 = (— 1) 2 — 2 


1. 


x 


X / 


\3 


(2) x 3 H — -= x H — 3卜 zH (― 1 ) 3 — 3 (― 1 ) = 2 . 


x 


X 


X 


17. 다음 식을 인수분해하여라. 


예제 


(1) 幻 2 + 2 a +1 

(3) 4 x 2 + 12 x + 9 

풀이 (1) (a + 1) 2 
(3) (2 x + 3) 2 


(2) x 2 — 14 a ; + 49 
(4) x 2 -\-4 ：xy — 21 y 2 

(2) ( x -7) 2 

⑷ (冗+ 7있)(冗 一 3있) 


참고 인수분해의 결과는 하나로 결정되지 않는다. 예를 들어 
6 x 2 -6 x ~12^ 다음과 같이 인수분해할 수 있다. 

6x 2 -6x-12 = (2x + 2)(3x-6) 

— 2 (; 文 + l)(3x —6) 

= 6(x -\~l)(x — 2) 

= 3(2x + 2)(x —3) 

=12 (i x+ i) u_2) 

이것들은 모두 바르게 인수분해한 것이다. 그러나 

6x 2 — 6x — 12 = 6 (x 2 —x — 2) 

는 인수분해한 것이 아니다. 왜냐하면 문자를 포함하는 식의 곱 
으로 나타내야하기 때문이다. □ 
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예제 


18 . 다음 식을 인수분해하여라. 

(1) x 3 + 3 x 2 + 3 x +1 
⑵ 모 3 -125 

⑶ x 4 + 5x 2 + 6 

(4) (x + 7/) 2 +3 (x + 2/) — 4 

(5) x 2 + xy 1 +xz + y 2 z 

풀이 (1) (준식) =U + 1) 3 

(2) (준식) = U -5) U 2 + 5 x + 25) 

(3) x 2 = 太로 놓으면 

(준식;네 2 + 5 Z + 6 = UT +2) UT +3) = U 2 + 2) 나 2 + 3) 

(4) x + y = XS . 놓으면 

(준식 ) = Z 2 + 3 X - 4=( X - l )( X +4) 

= {x-\-y — l) (x-\-y-\-4) 

(5) 주어진 식은 삼차식이며， x 에 대한 이차식，2/에 대한 이차 
식，기에 대한 일차식이다. 차수가 낮을수록 인수분해하기 쉬우 
므로 z 에 대하여 내림차순으로 정리하자. 

( 준식) = 以 + 있 2 么 + 또 2 -\~xy 2 = (xy 2 ) z-\~ x (x-\~ y 2 ) 

= { x -\- z ) { x -\- y 2 ) [ 


참고 위 법칙을 더 확장하면 다음과 갈다. 


p (: c ) 와 g ( x ) 가 n 차 다항식일 때 등식 가 a ; 에 

대한 항등식일 필요충분조건은 pU ) 와 gU ) 의 동류항의 계 
수가 서로 같은 것이다. 


예제 


19. 다음 등식이 x 에 대한 항등식이 되도록 상수 a, 
의 값을 정하여라. 



( 1 ) X 2 + ax + b = {x + l){x — ?>) 

(2) : r 2 — a:r + 4 = 6 x (3： — 2)+ c ( oH -2 )(;r — 1) 


풀이 a ) 계수비교법 : 우변을 전개하면 

x 2 + ax ~\~b = _ 2x _ 3 

이므로 양변을 비교하면 a=~2, 6=—3이다. 

(2) 수치대입법 : 식이 간단해지는 적당한 값을 대입해보자. 
冗 = 0을 대입하면 4=—2 c 이므로 c =—2. 

冗 = 1을 대입하면 1 —a + 4=— 노 
冗 = 2를 대입하면 4 —2 a + 4 = 4 c . 

연립하여 풀면 a = 8， b = 3, c =— 2. 


참고 다항식의 인수분해는 계수의 범위에 따라 달라전다. 예 
를 들어 x 5 + x 4 +4 x + 4 를 인수분해하면 다음과 같다. 

유리수 범위 : Or 2 +2)0 r 2 — 2 )(x +1) 

실수 범위 : ( x 2 +2)( x + \^2)( x — v / 2~)(^ + l ) 

복소수 범 위 : Or +、[弓乂)、 x— \pl i) {x + y/2 ){x — y/2 ) (x + 1 ) 

보통 별다른 언급 없이 인수분해하라고 하면 실수 범위에서 인 
수분해^■다. r 


o 항등식과 나머지 정리 


문자 X 를 포함한 등식에서 X 에 어떠한 값을 대입하더라도 등식 
이 참이 될 때 그 식을 X 에 대한 항등식이라고 부른다. 


항등식의 조건 

aa : 2 + c = a 노 2 +6노 + c ' 이 : r 에 대한 항등식일 필요중 
분조건은 a = a , b = b’ ， c = c ' 인 것이다. 


증명 등식 

ax 2 +bx + c = ax 2 + b r x + c 

이 x 에 대한 다항식이라고 하자. x = 0 을 대입하면 이 등식이 
성립해야 하므로 C = J 을 얻는다. 따라서 등식의 양변에서 c 를 
빼면 

ax 2 ~\~bx = a x 2 + b f x 

를 얻는다. 이 식에 x = 1 , $ =—1을 차례로 대입하면 

a + b = a + b r 
a~b = a ~ b r 

을 얻는다. 두 식을 연립하여 풀면 a = a , b = l /을 얻는다. 

역으로 a = a , b = b 、 c = c '이라고 가정하면 당연히 모든 실수 
x 에 대하여 ax 2 + 뇨 + c = ( 2 노 2 + "우 + (/ 이 성립한다. ■ 


다항식 f ( x ) 를 일차식 冗 一 a 로 나누었을 때의 몫을 Q { x ) , 나 
머지를 요라고 하면 / Or ) = Or — a ) ( jOr ) +요이고，이 식은 x 
에 대한 항등이므로 : t = q : 를 대입하면 f ( a ) = 요를 얻는다. 


나머지정리 冗 에 대한 다항식 f (、 x ) 를 일차식 冗 一 a 로 나누 
었을 때의 나머지는 /( a ) 이다. 


예제 


20 . 다항식 f(x) 
때의 나머지를 구하여라. 
(1) X—1 


如 3 -뇨 + 1을 다 


ᄋ 


1 그 


(2) x ~\~ 2 


식으로 


나누었을 


풀이 (1)/(1) =6. 

(2) /(-2) =-64 + 6 + 1 =-57. 


참고 다항식 / Or ) 를 일차식 a;r + & 로 나누었을 때의 나머지 



증명 /(비 를 ax + 간로 나누었을 때의 몫을 Q { x ) , 나머지를 
及^고 하면 

f ( x ) = ( aaH _6) Q ( x ) + R = + —^ jaQ ( x ) + R 

이므로 쑈는 / U ) 를 : r + 으로 나누었을 때의 나머지와 같다. 

a 

그러므로 = 식 이다. □ 


예제 


21 . 


/ U ) =3 x 3 + 2 x 2 -x + 1# 2冗 + 1로 4누었을 때의 


나머지를 구하여라. 


풀이 



/ 1、 

3 , 

4 , 

4 , 

8_ 

13 

( 2 J 

=-— + 

十 

十 


8 

8 

8 

8 

8 
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예제 


예제 


22 . 다항식 /(비를 : r 一1로 나누었을 때의 나머지는 一3 
이고 : r + 3 으로 나누었을 때의 나머지는 5이다. / U ) 를 
(x — l)(x + 3) 으로 나누었을 때의 나머지를 구하여라. 

풀이 /(비 를 U — l )0 r + 3) 으로 나누었을 때의 몫을 Q ( x ) , 
나머지를 요나)라고 하면 요나)는 일차식 + 6 의 꼴 

로 나타낼 수 있다. 이때 /( 모) = ( 모一 1)(모 + 3) (5( 모) + 끄(모) 이 
므로 

/( I ) = 요(1) = a + 6 =— 3， 

/(—3) = R (~3) =—3 a + 6 = 5 

이다. 두 식을 연립하면 a =— 2 , 1 을 얻는다. [ 


25 . 두 다항식 A = x 2 -\~3 x -\- 2, 끄 = 또 3 +또 2 — 冗一1의 
최대공약수와 최소공배수를 각각 구하여라. 

풀이 두 식을 인수분해하면 A = x 2 +?>x + 2 = {x + l){x + 2), 
B = x 3 -\~ x 2 —x — l = { x -\~ l ) 2 { x ~ 1) 이므로 
최대공약수는 x + 1, 

최소공배수는 Or + 1) 2 U — 1) Or + 2) 이다. □ 

두 다항식 A , 끄가 상수가 아닌 공약수를 갖지 않을 때 고와 끄 
는 서로소라고 말한다. 


인수정리 冗 에 대한 다항식 /( X ) 가 冗一 Q ： 로 나누어 떨어지 
기 위한 필요충분조건은 /( a ) =0이다. 


예제 


23 . 다항식 f { x ) = 2 x 3 + ax 2 


로 각각 나누어 떨어지도록 싱 


a , 


— 5x + by} x~l^\ 2x +1 
心의 값을 정하여라. 


풀이 /( l ) = 2 + a — 5 + & = 0, 



두 식을 연립하여 





= 0 . 


풀면 a = 7, 公 =— 4 룰 얻는다. 


인수정리를 이용한 인수분해 계수가 정수인 다항식 / U ) 가 
정수범위에서 인수분해되면 /( a ) =0이 되는 정수 a 는 다음 
을 만족시킨다. 

= (상수항의 약수) 

^ _± (최 고차항의 계수의 약수) 


예제 


24 . 다음 


(1) x A + x 2 + l 


식을 인수분해하여라. 

(2) x 3 -\- x 2 — 5 x -\- 3 


풀이 


(1) ( x 4 + 2 x 2 +1 ) — x 2 = 
= ( x 2 + l -\~ x ){ x 2 + 1 



— X 


2 


공약수와 공배수의 성질 

A , B , L , (7 가 최고차항의 계수가 1인 다항식이라고 하자. 
또한 A , 公의 최대공약수를 G , 최소공배수를 Z 이라고 하자. 
이때 다음이 성립한다. 

• A = aG , B = bG°]JL 서로소인 두 식 a , 6가 존재한다. 

• L = abG 

• AB=LG 


예제 


26 . 이차항의 계수가 1인 두 이차다항식의 최대공약수가 


冗 + 2이고 최소공배수가 一 一 7 x — 6일 때 두 다항식을 구하여 

라. 


풀이 최소공배수가 冗 3 — 7 :r — 6 = 0 r + l )0 r + 2)0 r —3) 이므로 
두 다항식은 0 r + l )0 r + 2) 와 U + 2)0 r -3) 이다. [ 


유리식의 사칙계산 

유리식의 사칙계산은 분수의 사칙계산과 동일한 법칙에 따라 
계산^ 


예제 


27 . 유리식의 덧셈 


x 

x ~\~ 3 


풀이 통분한 후 계산한다. 


4 x ~9 
2 x ^ + 5 x — 3 


를 계산하여라. 


⑵ 士 


(상수항의 약수) 


의 값이 土1，±3이다. 이 


(최고차항의 계수의 약수) 

것을 각각 x 에 대입해보면 x = l 일 때 식의 값이 0이 되므로 
주어진 식은 일차식 x — 1로 나누어 떨어진다. 즉 


x 


3 + x 2 — 5 x + 3 = (x — 1 ) ( x 2 + 2 x — 3) (x — l) 2 (x + 3) 


(준식)= 


x 4^ — 9 

x + 3 {2 x — 1 ) (x + 3) 

x {2 x — l ) + (4 x — 9) _ 2 x 2 + 3 x — 9 

{2 x — 1) (x + 3) {2 x — 1) (x + 3) 


{2 x — 3) (x + 3) _ 2 x ~ 3 
{2 x — 1) (x + 3) 2 x — 1 


( 단 ， x y^ — 3). 


D 유리식과 무리식 


P , Q , 요이 다항식이고 P = Q 요가 성립할 때 <5와 R 를 P 의 
약수 또는 인수라고 부르며 P 를 <5의 배수 또는 요의 배수라고 
부른다. 

한편 고，必， G , i ： 이 다항식이라고 하자. Z 이 고의 배수이면서 
끄의 배수일 때 Z 을 고와 끄의 공배수라고 부른다. 고와 끄가 
Z 보다 더 낮은 차수의 공배수를 갖지 않을 때 L 을 최소공배수 
라고 부른다. (고가 고의 약수이면서 끄의 약수일 때 (7 를 고와 
끄의 공약수라고 부른다. 고와 끄가 G 보다 더 높은 차수의 공약 
수를 갖지 않을 때 G 를 고와 끄의 최대공약수라고 부른다. 


분모에 a + 도꼴의 무리수가 있을 때，분모와 분자에 똑같이 
a - 니 곱하면 분모의 무리수가 없어진다. 이렇게 분모의 
무리수 또는 무리식을 유리수 또는 유리식으로 만드는 것을 분 

모의 유리화라고 부른다. 


예제 


⑴ 


28 . 다음 분수의 


유리 화하여라. 


3 


v 斤 


⑵ 


-1 


2 — y/3 


풀이 (1) 


3 3X ^2 372 


⑵ 


-1 


V2 V2X y/2 2 

一 1 (2 + 、[두 i ) 


2 - ^3 ( 2 - 73 )( 2 + ^ 3 ) 


2 — 〜/궁" 
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근호 안에 근호가 있는 것을 이중근호라 고 부른다. 특별한 꼴의 
이중근호는 이차식의 인수분해 공식을 이용하여 풀 수 있다. 


이중근호의 풀이 


(1) a, 6가 양수일 때 \/ a + b + 2\/ab - 

- \fa + \/b 

(2) a 之 公〉0일 때 、 Ja」 s rb — e l、/ab = 

\fa — \fb 

증명 (1) \/ a + b + 2^/ab 


= a /( v / 도) 2 +2( V 7 도) ( V 성") + ( a / 도) 2 


— 、 J ( \/a + Vb) 2 — Va-\- V 궁 

(2) V^ + 6 — 2 \fab 

= a/( a/ 도 ) 2 - 2( \fa){ Vb ) + ( Vb) 2 

= 、 l ( \fa — \fb ) 2 = \fa~ \fb ■ 


예제 


29. 다음 식의 이중근호를 풀어 간단히 하여라. 


(1) v / 12 + 2v 7 3T 
(3) \/7+ ^48 


(2) 75-2^6 
(4) ^4- /15 


풀이 ⑴ a/12 + 2^/35 = V7 + 5 + 2V7 - 5 = Vl+Vb. 

(2) ym = V3+2-2/3 • 2 = 、 [ 瓦 — ^ 2 . 

(3) \ h + ^48 = V7 + 2/12 = V4 + 3 + 2/4 -3=2+ \/3 , 


(4) a/4 - 씨 


8-2^15 V5 + 3-2/5 • 3 


2 


씨 


、民一、時 v^- 76 


犯 


2 


방정식의 근을 구하는 것을 방정식을 푼다고 말한다. 


EH 30. 다음 일차방정식을 풀어라. 

(1) x —4 = 0 

(2) 2x + 3 = 0 

(3) 4x = 2 

(4) —x + 2 = 3x + 6 

풀이 ⑴ x = 4 

(2) x =-1 

(3) x = 

(4) x =— 1 


이차방정식의 근 

: r 에 대한 이차방정식 ax 2 + kc + c = 0 의 풀이 방법은 다'음 
과 갈다. 

① 좌변이 (True + ri)(nc + s ) = 0으로 인수분해되면 근은 

x =—— 또는 x= — 으 이다. 
m r 

② 식이 a(;r — m ) 2 = ri 인 완전제곱꼴로 변형되면 근은 

/ TI 

x = m± \ — 이다. 

V a 

③ 근의 공식은 ^ : :^^^ 이다. 

2a 


예제 


31. 다음 이차방정식을 인ᄃ 


ᄇ 


이용하여 풀어라. 


(1) x 2 + 2x — 3 = 0 


(2) 9x 2 + 6x + 1 = 0 


풀이 (1) Or+ 3)0r —1) = 0 이므로 x =— 3 또는 x = 1. 


(2) (3冗 + 1) 2 =0이므로 


x 


3 


O 


느). 



방정식 


예제 


(1) x 2 


32. 다음 이차방정식을 완전제곱식을 이용하여 풀어라. 
+ 4x +1 = 0 (2) 3x 2 — 5x — 1 = 0 


씨 x ) 가 다항식일 때 


풀이 ⑴ x 2 + 4x =— 1 


P(x) —0 


여 x 2 +4x + 2 2 =-1 + 2 2 


의 꼴로 나타낼 수 있는 방정식을 다항방정식이 라고 부른다. 이 
때 P ( x ) 의 차수에 따라서 위 방정식의 이름이 달라전다. 예를 
들어 P(x)7} 일차식이면 위 방정식을 일차방정식 이라고 부르고 
P{x)7\ 이차식이면 위 방정식을 이차방정식 이라고 부른다. 

방정식 PU ) = 0 이 참이 되도록 하는 x 의 값을 이 방정식의 근 
이라고 부른다. 또한 방정식의 근과 그 근을 구하는 과정을 포 
함한 전체를 방정식의 해라고 부른다. [그러나 보통은 해를 근 
과 갈은 뜻으로 사용한다.] 


일차방정식의 근 

x 에 대한 방정식 ax + 6 = 0 의 근은 다음과 같다. 

① a 국 0 이면 근은 x =— — 이다. 

a 

② a = 0 이고 니 0이면 해가 없다. 

③ a = 0 이고 6 = 0이면 해는 모든 실수이다. 

(d = 0 일 때 a;r + & = 0 은 일차방정식이 아니다.) 


=속 (x + 2) 2 = 3 
국 x + 2 =± v 성" 
=今 x =— 2 士 、厂궁 ' 


( 2 ) x 2 一 


3 네 =0 


=今 


3" = 3 


국 야미- 6 


\2 


3 十경/ 


=今 x 


2 


37 


6 / 36 


국 ""6 =± 


37 

~36 


-■± 


V 37 

6 


5 ■ V 37 5士 ^37 

국 冗 =6 士 
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예제 


33. 다음 이차방정식을 근의 공식을 이용하여 풀어라. 


(1) x 2 -\~4 x - 2 = 0 


(2) 2x 2 + 7x + 2 = 0 


풀이 (1) 


x 


-4 士 V 4 2 —4 X 2 X (-2) 


2X1 


: -2 土 、民' 


⑵ 


x 


7 + \/7 2 -4 x 2 x 2 -7 + ^33 


2 X 2 


4 


이차방정식의 근의 공식에서 근호 안의 식 낫一 4 ac 를 판별식이 
라고 부르며 보통 D 로 나타낸다. 


두 수를 근으로 갖는 이차방정식 

a , 0를 근으로 갖고， x 2 의 계수가 1인 이차방정식은 

x 2 -(a~\-f5)x-\-af5 = 0. 


예제 


_ 37. 두 수 l + 2 z 

이차방정식을 구하여라. 


1一있를 근으로 갖고 一의 계수가 2인 


풀이 두 근의 합이 2이고，두 근의 곱이 5이므로 구하는 이차 
방정식은 2나 2 —2冗 + 5) =0이다. 즉 2모 2 -4 모+ 10 = 0이다. □ 


이차방정식의 판별식 

계수가 실수 인 이차방정식 ax 2 +kc + c = 0 에서 

• 刀〉0 O 서로 다른 두 실근을 가전다. 

- D =0 ^ 중근(서로 갈은 두 실근)을 가전다. 

• D < 0 서로 다른 두 허근을 가진다. 


예제 


값을 


34. 이차방정식 
정하여라. 


모 2 — /⑶ + 3公 = 0이 


중근을 갖도록 사의 


풀이 판별식이 0이어야 하므로 刀=(一차) 2 -4 • 1 • 3사 = 0이 
다. 이것을 풀면 k = 0 또는 公=12이다. = 


이차방정식의 근의 성질 

이차방정식 a : r 2 +kc + c = 0 의 두 근을 a , "라고 하면 

(1) 근과 계수의 관계 : a + /3 , a [3 = —. 

a a 

(2) 좌변의 인수분해 : ax 2 + bx ~\~ c = a{x — a){x — P). 


예제 


35. 이차방정식 2 x 2 _ x _4 = 0 의 두 




浴라고 할 


때 식 a 3 +끼의 값을 구하여라. 


풀이 o ： 3 + /? 3 = ( q ：+/3) 3 — 3 q ;/3( q ： + /3) 


\3 


2 


-3 . (-2) 


1 _ 25 


고차방정식의 풀이 고등학교 과정에서 삼차방정식과 사차방 
정식의 풀이는 인수분해를 잘 하면 된다. 


예제 


38. 방정식 冗 4 — 3冗 3 — x + 3 = 0을 물어라. 


풀이 


4 


X 


— 3 x 3 — x + 3 = (x — l)(x — 3)(: 文 2 + 公; + 1) 이므로 


x 


1 또는 x = 3 


x 


- 1 + V3i 


2 


이다. 


켤레근 계수가 실수인 다항방정식의 한 해가 a + bi ( a , b 는 
실수)이면 다른 한 해는 a — W 이다. 이때 a + W 와 a — bi 를 
서로 켤레근이라고 부른다. 


예제 


_ 39. 계수가 실수인 방정식 x 4 + ax 3 + bx 2 — 19 x + 10 = 0 

의 한 근이 1 + 있일 때 나머지 세 근을 구하여라. 


풀이 다른 한 근은 1 一 2 i 이므로 주어진 방정식의 좌변은 
(x — 1 — 2 i)(x — 1 + 2 i ) ( x 2 + Ax + B ) 

로 인수분해된다. 이 식을 전개하여 방정식의 좌변과 비교하는 
방법，즉 계수비교법을 이용하면 A =-3, B =2 를 얻는다. 따 
라서 주어진 방정식은 

{x — 1 — 2 i ) (x — 1 + 2 i ) ( x 2 — 3 x + 2)=0 
이므로 나머지 세 근은 1-있，1，2이다. □ 


예제 


36. 식 


x 2 — 4 x + 6 을 복소수 범 위 에서 인수분해하여 라. 


풀이 방정식 : r 2 — 4冗 + 6 = 0의 해를 구하면 x = 2± \/玄상이므 

로 으 一 4冗 + 6 = (모 一2— V 이)(또一2+상) . [ 


참고 고차방정식의 근과 계수의 관계를 생각할 수 있다. 

(1) 삼차방정식 ax 3 +6또 2 + ar + <i = 0의 세 근을 a , [3, "라고 
하면 다음이 성립한다. 

a + /? + 7 =— ~, aP + 」、_ ᄀ a = 드、 a(3^=— — . 

a a a 


(2) 사차방정식 ax 4 + bx 3 + cx 2 + cfe + e = 0의 네 근을 a , /公， 
7, 5라고 하면 다음이 성립한다. 

a + /3 + 7 +^ = - ， a(3 + a^/+a5+(3^( + f38 + ^/5= —, 

a a 

af3^+af55 + a^8 + (3^5=— —, af3 r yS= —. E 


미지수에 대한 유리식으로 이루어진 방정식을 유리 방정식이라고 
부른다. 특히 미지수에 대한 분수식을 포함하는 유리방정식을 

분수방정식이라고 부른다. 


분수방정식의 풀이 

분수방정식은 다음과 같은 순서로 푼다. 

① 분수방정식의 양변에 분모의 최소공배수를 곱하여 다항식 
으로만 이루어진 방정식으로 고친다. 

② ①에서 얻은 방정식을 푼다. 

③ ②에서 얻은 근 중에서 무연근을 제외한 나머지를 근으로 
^다. 


참고 분수방정식을 다항방정식으로 바꾸어 풀어 얻은 근 중에 
서 본래 분수방정식의 근이 되지 않는 것을 무연 근이라고 부른 
다. 
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예제 


40. 다음 분수방정식을 풀어라. 

x 1 _ 4 

x + 2 x x 2j r2x 

풀이 주어진 분수방정식의 양변에 분모의 최소공배수 x(x + 2) 
를 곱하면 x 2 — (x + 2) =4이다. 이것을 정리하여 풀면 
x 2 —X — 6 = 0, x =— 2 또는 x = 3 
그런데 —2는 주어진 분수방정식의 분모를 0이 되게 하므로 
무연근이다. 따라서 구하는 근은 冗 = 3이다. = 


예제 


41. 다음 분수방정식을 풀어라. 


x ~4 x ~6 x ~3 x ~7 


풀이 주어진 분수방정식을 변형하면 

2x —10 _ 2x —10 

(x —4)(x —6) (x — 3)(x —7) 

이다. 양변에 분모의 최소공배수 Or —4 )Or —6 )Or —3 )Or —7) 

을 곱하면 

(2x — 10)(x —3)(x —7) = (2x —10) (x — 4) (x — 6) 

이고 이것을 풀면 x = 5 이다. 이 근은 주어진 분수방정식의 분 
모를 0이 되게 하지 않으므로 근이다. □ 


예제 


42. 다음 분수방정식을 풀어라. 


x 


X 


3 


4 


2 


x 


X 


풀이 x 2 -x = XS . 놓으면 주어진 분수방정식은 


양변에 최소공배수 4 X 를 곱하여 정리하여 풀면 

X 2 -8 X +12 = 0 ••• X =2 또는 X =6 

( i ) X = 2 일 때， x 2 —x = 2 이므로 x =— 1 또는 x = 2 
( ii ) 일 때 또 2 —冗 = 6이므로 x =— 2 또는 x = 3 

이 값들은 모두 주어진 분수방정식의 분모를 0이 되게 하지 않 
으므로 근이다. □ 


예제 


_ 43. 지수와 민지가 컴퓨터를 조립하려고 한다. 지수가 혼 

자 조립하는 데 걸리는 시간은 민지가 혼자 조립하는 데 걸리는 
시간보다 2시간만큼 더 걸린다고 한다. 두 사람이 함께 컴퓨터 
를 조립하면 1시간 20분이 걸린다고 할 때，민지가 혼자 컴퓨 
터를 조립하는 데 걸리는 시간을 구하여라. 

풀이 민지가 혼자 컴퓨터를 조립하는 데 걸리는 시간을 x 시간 
이라고 하면 지수가 혼자 컴퓨터를 조립하는 데 걸리는 시간은 
U +2) 시간이다. 

전체 일의 양을 1이라고 하면 두 사람이 1시간 동안 할 수 있 

1 


일의 양은 각각 


x ’ x + 2 


이므로 두 사람이 함께 일할 때 


1시간 동안 할 수 있는 일의 양은 


- + - 

x x + 2 


① 


두 사람이 함께 컴퓨터를 조립하면 1시간 20분，즉 |■시간이 
걸리므로 1시간 동안 할 수 있는 일의 양은 


3 

①과 ②에서 -+ -士广 4이므로 이 방정식을 풀면 

x x +2 4 

x = — ^ 또는 x = 2 

그런데 : r 〉0 이므로 冗 = 2이고，이 근은 위의 분수방정식의 분 
모를 0이 되게 하지 않으므로 근이다. 

따라서 민지가 혼자 컴퓨터를 조립하는 데 걸리는 시간은 2시간 
이다. □ 

미지수에 대한 무리식을 포함하는 방정식을 무리방정식이 라고 
부른다. 


무리방정식의 풀이 

무리방정식은 다음과 갈은 순서로 푼다. 

① 무리방정식을 적당히 이항한 다음 양변을 제곱한 다항식 
으로만 이루어진 방정식으로 고친다. 

② ①에서 얻은 방정식을 푼다. 

③ ②에서 얻은 근 중에서 무연근을 제외한 나머지를 근으로 
^다. 


참고 무리방정식을 다항방정식으로 바꾸어 풀어 얻은 근 중에 
서 본래 무리방정식의 근이 되지 않는 것을 무연 근이라고 부른 
다. 


예제 


44. 다음 무리방정식을 풀어라. 


y /2 — x +x + 4 = 0 


풀이 주어진 무리방정식을 변형하면 또-4이다. 양 

변을 제곱하면 2 -x = x 2 +8 x + 16 이다. 이 식을 정리하여 풀 
면 x =— 7 또는 冗 =—2이다. 

( i ) — 7을 주어진 방정식에 대입하면 (좌변)=0，(우변)=0 

이므로 —7은 근이다. 


( ii ) —2를 주어진 방정식에 대입하면 (좌변)=4，(우변)=0 
이므로 —2는 무연근이다. 


따라서 구하는 근은 - 7이다. 


예제 


45. 다음 무리방정식을 풀어라. 


〜广 r + 2— \/3 — x = 1 


풀이 주어진 방정식을 변형하면 Vx + 2~1= V^~x 이고 양 
변을 제곱하고 정리하면 x = \/^ + 2 이다. 다시 양변을 제곱하 
고 정리하여 풀면 x 2 —X —2 = ^) 즉 x =— 1 또는 a : = 2이다. 


( i ) 一 1을 방정식에 대입하면 (좌변)=一 1，(우변)=1 이므 
로 x =— 1 은 무연근이다. 

( ii ) x = 2 를 주어진 방정식에 대입하면 (좌변)=1，(우변)= 1 
이므로 : r = 2 는 근이다. 

따라서 구하는 근은 x = 2이다. [I 
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예제 


46. 다음 무리방정식을 풀어라. 

x 2 —X — y/x 2 — X — 2 = 4 

풀이 사근 一 X — 2 = X 弓^ 놓으면 一 一 : r = X 2 +2 이므로 주어 

진 방정식은 그: 2 —그:一2 = 0이고 이것을 풀면 X =2 또는 
그：=一1이다. 그런데 X > 0이므로 그:=2이다. 따라서 

\/x 2 —X — 2 = 2 

의 양변을 제곱하여 풀면 x =-2 또는 x = 3 이다. 이들은 모두 
주어진 방정식을 만족시킨다. 따라서 구하는 근은 x =_2 또는 
: r = 3 이다. [ 


두 식 중 상수항이 0인 것(예를 들면 위 식에서 Q ) 이라고 하자) 
의 좌변을 인수분해하여 아래와 같이 두 일차방정식 ©. ©로 
^든다. 

(일차식 1)=0 … © 

(이차식 2) =k … 

(일차식 2) =0 … © 

(이차식 2) =k ... (Q 

앞의 ①의 방법을 이용하여 각각 두 쌍의 해를 구한다. 즉 전체 
네 쌍의 해를 구한다. 



예제 


48. 다 


ᄋ 

" 5 " 


연립방정식 의 해를 구하여라. 


2 x 2 -3 xy -\- y 2 = 0 
5 x 2 — y 2 =4 


두 개 이상의 방정식을 묶어놓은 것을 연립방정식 이라고 부른다. 
연립일차방정식은 가감법이나 대입법을 이용하여 풀 수 있다. 

• 가감법 : 두 식을 변변 더하거나 빼서 미지수를 소거하는 방법 

• 대입법 : 한 식을 한 문자에 대하여 푼 뒤 다른 식에 대입하 
여 푸는 방법 


연립방정식의 풀이 

(1) 연립일차방정식은 가감법과 대입법을 이용하여 미지수를 
하나씩 소거해가며 풀어낸다. 

(2) 연립 이차방정식은 적절히 인수분해하여 연립 일차방정식 
으로 바꾸어 푼다. 


연립이차방정식 유형 1 일차식과 이차식이 연립되어 있는 경우 

|(일차식) =0 

i (이차식) =0 

일차식을 한 문자에 대하여 푼 뒤 이차식에 대입하여 두 쌍의 
해를 구한다. 


예제 


47. 다음 


연립방정식을 풀어라. 


풀이 첫 번째 이차방정식의 좌변을 인수분해하면 

\2x-y){x-y) =0 
^x 2 —y 2 = 4 

이다. 따라서 주어진 방정식은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

j2x~y = 0 느 jx-y = 0 
\bx 2 —y 2 =4 ： 丄나 \bx 2 —y 2 =4 ： 

각각의 방정식을 풀면 

戶 = 2 1X： 느 (x =-2 1X： 느 (x = l 1X： 느 jx =~1 n 

/ = 4 ᅩᄂ \y =-4 ᅩᄂ \y = l ᅩᄂ \y=-l. 

연립이차방정식 유형 3 이차식과 이차식이 연립되어 있고，두 
식 모두 상수항이 0이 아닌 경우 

|(이차식 l ) = ^ … Q 

i (이차식 2) =k 2 ...g) 

두 이차방정식이 양변에 적절한 수를 곱하여 더하거나 빼면 상 
수항이 0인 이차방정식 ©이 만들어진다. 

|(이차식 3) =0 … © 

i (이차식 2) =k 2 ... Q 

그것을 Q 또는 ©과 연립하여 ②와 갈은 방법으로 풀면 네 쌍 
의 해를 구할 수 있다. 


\x — 2 y = l 
\ x 2 — y 2 = 8 

풀이 일차방정식을 변형하면 x = 2?/+ l 이다. 이 식을 이차방정 

식에 대입하면 (2?/+1) 2 —/ =8을 얻는다. 이 이차방정식을 
풀면 

y = ~j 또는 y = 1 


에제 


49. 다음 


연립방정식을 풀어라. 


x 2 —2 xy -\~2 y 2 —5 
4 x 2 — llxy -\-7 y 2 = 10 


풀이 첫 번째 식에 一 2를 곱하여 두 번째 식과 더하면 

2 x 2 — 7 xy + 3 y 2 = 0 
이다. 이 식의 좌변을 인수분해하면 


이다. 각각의 경 



일차식 x — 2 y = 

:1에 대입하여 X 를 구하면 

이 13 무 



r 

11 

/ X 

= 3 데 

X 

_ 3 


\y 

= 1 사 


7 

； 을 얻는다 


V 


3 


(2 x - y )( x ~3 y ) =0 


2 x — y = 0 王'^ x — 3 y = 0 


두 일차방정식을 연립하여 풀면 해를 구할 수 있다. 


□ 


을 얻는다. 


연립이차방정식 유형 2 이차식과 이차식이 연립되어 있고，한 
식이 상수항이 0인 경우 

|(이차식 i)=o … 9 
i (이차식 2) =k ... (Q 


고등학교 수학 요약노트 


• • • 


11 


수와 식 









































등식에서 등호 대신 부등호가 있는 식을 부등식이라고 부른다. 
부등식에 미지수 X 가 있을 때，부등식이 참이 되게 하는 X 의 
범위를 부등식의 해라고 부른다. 


부등식의 해를 구할 때에는 주어진 부등식을 

冗 < ( 수)，: T 〉(수)，冗 < (수)，冗 > (수) 

중 하나의 모양으로 변형하여 구한다. 


이차부등식의 풀이 (고〉0인 경우) 

々〉0이고 a 〉0 일 때，이차방정식 a” 2 +kc + c = 0 이 서로 
다른 두 실근 a ， 0를 가지면 (단， a <(3) 

• ax 2 +kc + c 〉0 의 해는 x < a 또는 x > f 5. 

• ax 2 -\~ bx-\~c > 0 의 해는 x < a 또는 x > f 3. 

• ax 2 +kc + c <0 의 해는 a < x < p . 

• ax 2 -\- bx~\~c < 0 의 해는 a < x < f 3. 


부등식의 성질 

(1) 부등식의 양변에 갈은 수를 더하거나 양변에서 갈은 수 
를 빼어도 부등호의 방향은 바뀌지 않는다. 

(2) 부등식의 양변에 같은 양수를 곱하거나 양변을 같은 양 
수로 나누어도 부등호의 방향은 바뀌지 않는다. 

(3) 부등식의 양변에 같은 음수를 곱하거나 양변을 같은 를 
순로 나누면 부등호의 방향이 바뀐다 . 


예제 


50. 다 


으 ᄇ 
1 그 T 


(1) 4 x -2>0 


역을 풀어라. 

( 2 ) 


x > 2 x -\- 6 


풀이 (1) 양변에 2를 더하면 4 x 〉2 이다. 이 식의 양변을 2로 
나누면 冗〉2를 얻는다. 

(2) 양변에서 2 x 를 빼면 一 X 〉6이다. 이 식의 양변에 一 1을 
곱하면 : r <— 6을 얻는다. C 


예제 


53. 다 


ᄋ 

" 5 " 


부등식의 


해를 구하여라. 


( 1 ) x 2 -x-6>0 ( 2 ) x 2 -x-6 > 0 

(3) x 2 — x — 6 < 0 (4) x 2 —x — 6 < 0 


풀이 방정식 一一： r 一6 = 0은 두 실근 一2, 3을 가전다. 

(1) x <— 2 또는 x > 3 (2) x < — 2 또는 x > 3 

(3) -2< x <3 (4) - 2 < x < 3 


이차부등식의 풀이 (고=0인 경우) 

々=0이고 a 〉0 일 때，이차방정식 a ; r 2 +6 :r + c = 0 이 증 
a 를 지면 

• ax 2 +kc + c 〉0 의 해는 冗 여 a 인 모든 실수. 

• ax 2 + kc + c > 0 의 해는 모든 실수. 

• ax 2 + 公 x + c < 0 의 해는 없다. 

• ax 2 + kc + c < 0의 해는 x = a. 


절댓값이 포함된 부등식 

절댓값이 있는 부등식은，절댓값 안의 식이 0이 되는 점을 
기준으로 구간을 나누어 푼 뒤，각각의 해를 할잘할한다. 


예제 


51. 


부등식 W + b — 5| > 9 의 해를 구하여라. 


풀이 ( i ) : r <0 일 때 一 冗一冗 + 5> 9 에서 x < — 2이다. 

( ii ) 0 < x < 5일 때 X — x + 5 > 9이므로 해가 없다. 

( iii ) : r >5 일 때 x + x — 5 > 9 에서 x > 7 이다. 


따라서 구하는 해는 x < — 2 또는 x > 7이다. 


예제 


52. 


ᄇ 


ᄋ 


:식 |3 x - 2|〉 |2 x - 5| 의 해를 구하여라. 


풀이 ( i ) : r < | 일 때 一 3冗 + 2〉一 2 :r + 5 에서 冗<—3 이다. 

( ii ) ♦일 때 3 :r — 2〉一 2冗 + 5 에서 : r 〉 은이다. 

o Zi 0 

그런데 범위가 x < |■이므로 士<1< |이다. 

( iii ) 冗 之 |일 때 3 x ~2> 2冗一5에서 x 〉一3이다. 


그런데 범위가 X > j 이므로 ^ ^• 이다. 


세 범위를 합집합하면 x <— 3 


X 


〉똔이다. 


예제 


54. 다음 


부등식의 


해를 구하여라. 


(1) x 2 — 4 x + 4 > 0 (2) x 2 — 4 a ; + 4 > 0 

(3) x 2 — 4 x + 4 < 0 (4) x 2 — 4 x + 4 < 0 


풀이 방정식 : t 2 -4 :t + 4 = 0 은 중근 2를 가전다. 

(1) x 국 2 인 모든 실수 (2) 모든 실수 

(3) 해가 없다 (4) x = 2 


이차부등식의 풀이 (끄 <0 인 경우) 

a 〉0 일 때，이차방정식 a : 文 2 + 6:文 + c = 0이 허근을 가지면 

• ax 2 +kc + c 〉0 의 해는 모든 실수. 

• ax 2 + kc + c > 0 의 해는 모든 실수. 

• ax 2 + + c < 0 의 해는 없다. 

• ax 2 + kc + c < 0 의 해는 없다. 


예제 


55. 다 


ᄋ 


부등식의 


해를 구하여라. 


⑴ 또 2 -6 또 + 10〉0 (2) x 2 -6x + 10 > 0 

⑶ x 2 — 6 x +10 < 0 (4) x 2 — 6 x + 10 < 0 


풀이 방정식 一 一6冗 + 10 = 0은 실근을 갖지 않는다. 
(1) 모든 실수 (2) 모든 실수 

(3) 해는 없다 (4) 해는 없다 


이차부등식을 풀 때 이차항의 계수가 음수이면 양변에 一 1을 곱 
한 뒤 풀면 편하다. 
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예제 


56. 



-X 2 +X-1 > 0을 풀어라. 


풀이 주어진 부등식은 변형하면 x 2 ~x + l < 0이다. 좌변의 판 
별식이 음수이므로 주어진 부등식은 해를 갖지 않는다. □ 


두 개 이상의 부등식을 묶어놓은 것을 연립부등식이 라고 부른 
다. 묶여있는 각각의 부등식을 풀어 해를 수직선에 나타내었을 
때 겹치는 부분이 연립부등식의 해가 된다. 


연립부등식의 풀이 

연립부등식은 각각의 부등식을 푼 뒤 해를 교집합 해준다. 


예제 


57. 다음 연립부등식을 풀어라. 


⑴ 


모 2 + x +10 < 8 x 

x 2 > 7 x ~ 12 


(2) 3< x { x ~2) < 8 


풀이 (1) 각 부등식을 풀자. 

x 2 +x + 10 < 如를 풀면 2< x < 5 이다. 

: r 2 〉 7a: — 12 를 풀면 x <3 또는 : r 〉 4 이다. 

두 영역을 교집합하면 2 < x < 3 또는 4 <x < 5 이다. 


(2) 주어진 부등식을 변형하면 다음과 갈다. 

|3 < — 2) 

\ x(x — 2) < 8 

연립된 각 부등식을 풀자. 

3<a ； 0r — 2) 를 풀면 x <— 1 또는 a: 〉 3 이다. 

x ( x ~2) < 8 을 풀면 — 2 < 冗 < 4 이다. 

두 영역을 교집합하면 一 2 < x <— 3 또는 3 <x < 4 이다. 


예제 


( 1 ) x 3 


59. 다음 부등식을 풀어라. 

— 4 x 2 + x + 6 > 0 (2) x 3 + 2 x 2 


— x ~2 < 


0 


풀이 ⑴ /( x ) = x 3 —4 x 2 + aH ~6 이라고 하면 

f ( x ) = (x + l)(x —2 )(x —3) 

방정식 / Or )=0 의 해 x =— 1, x = 2, : r = 3 을 경계로 하는 x 
의 값의 범위에서 /(비 의 부호를 조사하면 다음과 갈다. 


X 

X <— 1 

X —— 1 

-1<x <2 

x = 2 

2 <x <3 

x = 3 

x >3 

X + 1 

_ 

0 

十 

十 

十 

十 

十 

X — 2 

_ 

_ 

_ 

0 

十 

十 

十 

x ~3 

_ 

_ 

_ 

_ 

_ 

0 

十 

fM 

_ 

0 

十 

0 

_ 

0 

十 


위의 표에서 부등식 / U ) 〉0의 해는 

— l < x <2 또는 x > 3 . = 

(2) /( 모 ) = 冗 3 +2 冗 2 _ 冗 _2 라고 하면 

f ( x ) = (x ~\~ 2 )( x -\- 1 )(x — l ) 

방정식 / Or )=0 의 해 x =—2, x =— 1, 冗 = 1을 경계로 하는 
冗의 값의 범위에서 /(비의 부호를 조사하면 다음과 갈다. 


X 

x <— 2 

x =— 2 

— 2 < x <— 1 

x =— 1 

— 1 < X < 1 

X = 1 

X >1 

x + 2 

_ 

0 

十 

十 

十 

十 

十 

: r 十 1 

_ 

_ 

_ 

0 

十 

十 

十 

x — 1 

_ 

_ 

_ 

_ 

_ 

0 

十 

fM 

_ 

0 

十 

0 

_ 

0 

十 


위의 표에서 부등식 fix ) < 0의 해는 

x < — 2 또는 一 1 < x < 1 


예제 


58. 이ᄎ•식 : r 2 + ( a -2 ):r + a+l 之 0이 


rr 


실수 


x 


에 대하여 성립하도록 ᄍ의 값을 정하여라. 


헤설 좌변의 판별식이 0 이하가 되도록 해준다. 


부등식의 모든 항을 좌변으로 이항하여 

f { x ) > 0, f ( x ) < 0, f { x ) > 0, f ( x ) < 0 

중 하나의 꼴로 정리하였을 때，/(비가 삼차식이면 그 부등식 
을 삼차부등식이 라고 부르며， / U ) 가 사차식이면 그 부등식을 
사차부등식이 라고 부른다. 삼차 이상의 부등식을 고차부등식이 


고차부등식의 풀이 

① 모든 항을 좌변으로 이항하여 

f ( x ) > 0, f ( x ) < 0， f ( x ) > 0， f ( x ) < 0 
의 꼴로 고친다. 

② /(이를 계수가 실수인 범위에서 인수분해하여 방정식 
/ U ) =0의 해를 구한다. 

③ 방정식 / U ) =0의 해를 경계로 하는 冗의 값의 범위에서 
/(이의 부호를 조사하여 주어진 부등식의 해를 구한다. 


참고 고차부등식을 물 때 표 대신 수직선을 이용하면 편리하 
다. 예를 들어 부등식 U + l ) Or -2) U -3)〉0 을 풀 때，방정 
식 U + l )0 r — 2 )(x — 3) =0의 해를 수직선 위에 나타내고 이 
들을 경계로 하는 각 x 의 값의 범위에서 U + l ) U -2)( x -3) 
의 부호를 조사한다. 



예제 


( 1 ) x 4 


60. 다음 부등식을 풀어라. 

一 3 x < : 文 2 — 3 x 3 (2) x 4 — 3 x 2 


— 2 x >0 


풀이 (1) 우변을 좌변으로 이항하여 정리하면 

x 4 + 3x 3 —x 2 ~3x < 0 

이다. f ( x ) = x A + 3x 3 —x 2 ~3x ^\-JL 하면 

f ( x ) = x(x — l)(x + l)(x + 3) 

방정식 / Or ) = 0 의 해 x =—3, x =— 1, x = 0, 冗 = 1 을 경계 
로 하여 수직선 위에서 /(비의 부호를 조사하면 다음과 같다. 



따라서 구하는 해는 — 3 드 ; T 드 — 1 또는 0 드 : T 드 1 이다. 
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(2) /( 모 ) = x 4 — 3 모 2 — 2 모라고 하면 /( 또 ) = 冗(또 — 2)Or + 1) 2 이 

다. 방정식 /0 r ) = O 의 해 x =— 1, x = 0, : r = 2 를 경계로 하 
여 수직선 위에서 /(이의 부호를 조사하면 다음과 갈다. 



따라서 해는 x <一 1 또는 一 1 < 冗 < 0 또는 : r 〉2이다. 


예제 


'또 4 + 3모 2 -4〉0 …… ① 

、또 3 — 9 x > 0 . ② 


풀이 ①의 양변을 인수분해하면 Or — l )0 r + l ) U 2 +4) 〉0이 
다. 그런데 一+4〉0이므로 

(x — l)(x + l )( x 2 +4) > 0 <—> ( x ~ l)(x +1) > 0 


따라서 

X <— 1 또는 X > 1 . ③ 

을 얻는다. 한편 ②를 풀면 

— 3 < x < 0 또는 x > 3 . ④ 


이다. ③，④를 동시에 만족시키는 x 의 값의 범위를 수직선에 
나타내면 다음과 갈다. 

「④- ► 

- ► 

-3 -10 1 3 x 

따라서 해는 — 3 브 : r <— 1 또는 x > 3 이다. = 



미지수에 대한 유리식으로만 이루 어진 부등식을 유리부등식이 라 
고 부른다. 또한 미지수에 대한 분수식을 포함하는 유리부등식 
을 분수부등식이 라고 부른다. 


분수부등식의 풀이 

① 분수부등식을 정리하여 다음과 갈은 꼴로 만든다. 


A { x ) 

B { x ) 


〉0, 


A { x ) 

B { x ) 


> 0 


② 부등식의 양변에 {끄(비} 2 을 곱하고 끄 U )=0 인 : T 의 값 
은 제외한다. 

스기 > 0 < > A ( x ) B ( x ) > 0 

B\x) 

4 N -> 0 는여 A ( x ) B ( x ) > 0이고 B ( x ) 辛 0 
B\x) 

③ ②에서 얻은 부등식을 푼다. 


예제 


62. 


분수부등식 x + 2 < ᅩ을 풀어라. 

x +1 


풀이 주어진 부등식의 우변을 좌변으로 이항하여 정리하면 


x + 2 — 


6 


x 


+ 2 )(x +1) —6 (x + 4 )(x — l ) 


x + 1 


x + 1 


x + \ 


< 0 


양변에 (: T + l ) 2 을 곱하면 

Or + 4 )Or — 1) Or + 1) < 0 이고 x ^ — 1. 



따라서 부등식의 해는 x < — 4 또는 一 1 < a ; 브 1 . 


예제 


63. 다음 연립부등식을 풀어라. 


1 < 


x 

x + 2 


<2 


풀이 주어진 연립부등식의 해는 두 부등식 




① 


x 

x + 2 


<2 


를 동시에 만족시키는 x 의 값의 범위이다. ①에서 


1 


X 

x + 2 


2 

x + 2 


< 0 



양변에 U + 2) 2 을 곱하면 2 (x + 2) <0이고 冗 국一2이다. 따라 
서 : r <-2 이다. 다음으로 ②에서 


x + 2 


— (x + 4) 
x + 2 


<0 


양변에 Or + 2) 2 을 곱하여 정리하면 Or + 4) Or + 2) 〉0이므로 

x <— 4 王 t x >— 2 

따라서 ①과 ②를 동시에 만족시키는 x 의 값의 범위는 x <-4 
이다. □ 


범위 내의 어떠한 값을 넣어도 성립하는 부등식을 절대부등식이 



부등식의 증명을 위한 실수의 성질 

부등식의 증명에 사용되 

는 실수의 성질은 다음과 같은 것들이 있다. 

(1) a > b 冬今 a—b 〉0 


(2) a 2 > 0, a 2 -\- b 2 > 0 


(3) a 2 -\~ b 2 = 0 유 a = 0， 6 = 0 


(4) a 2 = a 2 ， \ ab \ = a \ b \ 


(5) 양수 a , 公에 대하여 a〉b 유 

a 2 > b 2 


참고 절대부등식은 해를 구하는 것이 아니라 부등식이 성립함 
을 증명해야 한다. 또한 등호가 들어 있는 절대부등식을 증명할 
때에는 언제 등호가 성립하는지를 써주어야 한다. □ 


예제 


64. 다음 부등식을 증명하여라. 

a + b 


(1) 양수 a , 6에 대하여 


2 


> \fob 


a 


(2) 양수 a , 6에 대하여 一 + T > 2 

a 公 


(3) |a + 6|< | a | + |6| (삼각부등식) 


(산^-기하§ 균) 


⑷ \ a \ — \ b \ < \ a ~ b \ 

(5) {ax + byf < ( a 2 + b 2 )( x 2 + y 2 ) (코시-슈바르츠) 

(6) ab + bc + ca < a 2 + 公 2 + c 2 

풀이 ⑴ 料변)-(우변)= 부- ^ )2 > 0. 

등호는 a = 6 일 때 성립 한다. 

다른 방법 양변을 제곱하여 비교한다. 

(2) (좌변)—(우변)= ( Q 유 、 > o . 등호는 a = 6 일 때 성립한다. 

ab 
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5 



+ X 



풀이 (1) (8 一 9) 


⑵ 


(-4 

-1) n 

1 2 

71 r 




성분이 o 인 행렬을 영행렬이라고 부르고 o 로 나타낸다. 
또한 대각선 성분만 1이고 다른 성분이 o 인 정사각행렬을 단위 
행렬이라고 부르고 五 1 로 나타낸다. 


행렬의 합의 성질 갈은 꼴의 행렬 고， B , 67와 실수 k , h 
에 대하여 다음이 성립한다. 

(1) A + B = B+A 

(2) {A + B ) + C=A + { B + C ) 

(3) {k + h)A = kA + hA , k ( A -\- B ) = kA + kB 

(4) A +0= 0 +A = A 

(5) A + (- A ) = (- A )+ A =0 


예제 


69. 다음 등식을 만족시키는 행렬 


구하여라. 


68 . 다음을 계산하여라. 


예제 


70. 다음 등식을 만족시키는 실수 X ，2/의 값을 구하여라. 

f 4 2、 


x 

1 3/\0 y , 


4 


풀이 주어진 등식의 좌변을 계산하면 


14 x 2 x-\-y \ 

.( 8 5] 

1-4 —2 + %广 

1-4 lj 


이다. 각 성분을 비교하면 

4 x = 8, 2 x + y = h , 一 2 + 3" = 
이고 이것을 연립하여 풀면 x = 2, ?/ = 1이다. 


예제 


67. 다 


ᄋ ᄋ 

sT 


계^하여라. 


⑴ 




0、 
2 j 


⑵ 





66 . 다음 등식 


2 


a 


3 


-1 b +1 ‘ 


0 c +1 

iC + 3 d 2 


가 성립하도록 상수 a , b , c , 의 값을 구하여라. 

풀이 두 행렬의 대응하는 성분이 각각 같아야 하므로 
2 —a = 0, c + l =3, c + 3 <i =— 1, 6+1 = 2 
이다. 이것을 풀면 a = 2, 6 = 1, c = 2, 넜=_1 이다. 


A 


l a n 

a 12 a 13 ᄉ 

1-(1 

-1 

-3) 

\ a 21 

a 22 a 23 ) 

' \2 

0 

-2/ 


행렬의 합과 곱 두 행렬 

A = 

에 대하여 다음이 성립한다. 


a ll a 12 

幻21 a 22 l 


, B 


(1) A + B 


a ii+ 아 l 

a 2 l + ^21 


(2) kA 


(3) AB 


ka n ka 12 

사리 2i kciiQ^i 


a l 2 + ^12 
a 22 +&22y 


a 는 실수) 


y n 

? 21 



a 


li^n 


a 


21 u ll 


a 12 公 21 a ll 公 12 
a 22 公21 幻 1 21 公12 


a 


12 u 22 


a 


22 u 22) 


(3) 양변이 모두 0 이상이므로 제곱하여 비교하면 된다. 

(| a | + |6|) 2 — |a + 6| 2 = 2(\ ab \ — ab ) 

그런데 \ ab \ > — 이므로 이 부등식은 참이다. 단，등호는 ab >0 
일 때 성립한다. 

(4) 삼각부등식에 의하여 

| a | = | ( a _ 6) + 到 < |a — 6| + \ b \ 

이므로 양변에서 |6|를 빼면 \ a \-\ b \ < la — 히를 얻는다. 단，등호 
는 a = b 또는 6 = 0 일 때 성립 한다. 

다른 방법 양변을 제곱하여 비교한다. 

(5) (우변)—(좌변) = (에 —公모) 2 > 0. 단，등호숙 
성립 한다. 


ay = kc 일 때 


(6) (우변)-(좌변)= — {(a — b ) 2 + ( b ~ c ) 2 + (c — a ) 2 }> 0. 


a 


6 = c 일 때 성립한다. 


D 행렬 




2009 개정 교육과정에서 행렬은 고급수 
으며 정규교육 과정에서는 제외되었다. 

학 과정으로 올라갔 


몇 개의 수 또는 문자를 직사각형 모양으로 배열하여 괄호로 묶 
어 나타낸 것을 행렬이라고 부르며，행렬을 이루는 각각의 수 
또는 문자를 그 행렬의 성분이라고 부른다. 이때 제 i 행과 제 j 
열이 만나는 위치에 있는 성분을 < 、 i, j) 성분이라고 부르며 기 
호로 〜와 같이 나타낸다. 

m 개의 행과 n 개의 열로 이루어진 행렬을 mXn 행렬이라고 
부르며 특히 n xn 행렬을 72차 정사각행렬이라고 부른다. 


65. 2 X 3 행렬 고의 ( z , j ) 성분 a -/> 아 —2 j + 2 일 
때，행렬 고를 구하여라. 

풀이 2 X 3 행렬이므로 i = l , 2이고 j = l , 2, 3을 대입하여 
a ᅴ를 구한다. 따라서 
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수오유식 


예제 


에제 


예제 


o 
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o 2 

/-- 

\-/ 

2 1 

I 

5 4 

⑵ 


3 


2 


3 


2 

,—\ 

、、-'乂 
1丄 

/(\ 

















































행렬의 곱의 성질 합과 곱이 정의되는 행렬 고， B , 67와 실 
수 사에 대하여 다음이 성립한다. 

(1) { AB ) C = A ( BC ) 

(2) A { B + C )= AB + AC , {A + B ) C = AC+BC 

(3) ( kA)B = k ( AB )= A ( kB ) 

(4) AE = EA = A 

(5) 고 ” = 고고고…고， A m A n = A m+n , ( A m ) n = A mn 

、 ^ ᄉ 

n 개 


참고 영행렬은 행렬의 덧셈의 항등원 역할을 한다. 단위행렬 
은 행렬의 곱셈의 항등원 역할을 한다. 행렬 고에 대하여 一고 
는 고의 덧셈에 대한 역원이다. 

행렬 고의 곱셈에 대한 역원을 고의 역행렬이라고 부르고 고一 1 
로 나타낸다. 이 내용은 뒤에 나온다. 


예제 


71. 이차정사각행렬 A 


a 

c d ) 


에 대하여 


— ( a ~\~ d ) A(ad — be)E 

를 구하여라. 

풀이 직접 계산해보면 영행렬 O 가 나온다. 이와 갈은 공식을 

케일리-해밀턴의 정리라 고 부른 다. □ 


예제 


72. 두 행렬 A 


x 

3, 


B 


0 

、y 


4、 

4 j 


에 대하여 


(A + B )( A - B ) = A 2 - B 2 

이 성립할 때，실수 x , ^/의 값을 구하여라. 

풀이 좌변의 행렬을 직접 계산할 수도 있지만 여기서는 다른 
방법을 사용하자. 


(좌변) =( 고 + 公)(고一끄) = 고 2 + 요4— 고끄一公 2 

이므로 이것을 우변과 비교하면 BA - AB = 公를 얻는다. 즉 

AB=BA 

이다. 따라서 

(； s )£ K 4 )(； 3 ) 

이므로 


(xy 

4 + 4 x \_ 

A 4 

12 \ 

1% 

16 ) 

W + 4 

xy+12J 


이다. 두 행렬의 성분을 비교하면 

xy = 4, 4 + 4 x = 12, ?>y = y + A, 16 = xy+12 

이므로 이것을 풀면 : r = 2, 2/ = 2이다. 


행렬의 곱셈과 실수의 곱셈의 차이점 

(1) 행렬의 곱셈에서는 교환법칙이 성립하지 않는다. 
⑵ AB = (9 이지만 A 국 (9 이고 끄 국 公일 수도 있다. 
(3) 고끄=고 (7 이지만 끄국 ᄍ일 수도 있다. 


예제 


_ 73. 이차정사각행렬 A , 끄와 갈은 

하여 다음이 항상 성립하는지 판별하여라. 


꼴의 영행렬 O 에 대 


(1) {A + B ){ A - B ) = A 2 - B 2 

(2) ( AB ) 2 = A 2 B 2 

(3) A 2 = 公이면 A =0 

(4) A 2 = (9 이면 A 3 = O 

(5) AB = 必이면 A =0 또는 B = O 


풀이 두 행렬 A , 끄가 



로 주어지면 (1), (2) 는 성립하지 않는다. 한편 



일 때 (3) 은 성립하지 않는다. 또한 



일 때 (5) 는 성립하지 않는다. 


이제 (4) 가 성립함을 보이자. A 2 = O 일 때 양변에 고를 곱하면 
(좌변)=고 2 고 = 고 3 , (우변)=公4= 必 
이므로 A 3 = 公가 성립한다. [ 


예제 


_ 74. 단위행렬 교 7 에 대하여 다음을 구하여라. 

(1) E 10 (2) 묘 5 °+(—묘) 50 


풀이 (1) E 10 = E (2) ^ 50 + (- F ) 50 = F + E = 2 E 


50 


,50 


정사각행렬 고와 단위행렬 표에 대하여 고그:=14 = 요를 만족시 
키는 행렬 교가 존재할 때， XI - 고의 역 행렬이라고 부르고 기 
호로 고 -1 로 나타낸다. 즉 

AA ~ 1 = A^ 1 A = E 

이다. 


역행렬 공식 

이차정사각행렬 A 


a b 、 
c d ) 


⑴ a < i —6 c 여 0 이면 A 


-1 


에 대하여 

1 / d 

ad—be \ — c 


a ) 


(2) ac ? — 6 c = 0 이면 고의 역행렬이 존재하지 않는다. 이때 
ad-be 를 고의 행렬식이라고 부른다. 


공스 ! 으 I 유 £ A = [ a c 강， B={ P r 강라 : IL 하 : H 

AB=E 

라고 하면 

ap -\- br = l , aq+bs = 0, cp-\-dr = 0, cq+ds = 1 
을 얻는다. 이것을 연립하여 풀면 

_ d _ b _ c _ a 

P ad - be ’ ^ ad — be ' ad —be J ad—be 

를 얻는다. 이렇게 얻어진 행렬 끄에 대하여 요4를 계산하여도 

마찬가지로 ba = m 얻는다. ■ 
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수와 식 









































예제 


75. 다음 행렬 A, 끄의 역행렬을 각각 구하여라. 


⑴ 고 


cos ᄍ 
‘sin 分 



( 2 ) B 



풀이 (1) (행렬식) =cos 2 산 + sin 2 6> = l 여0이므로 역행렬이 존 
재한다. 역행렬을 구하면 

x _ / sin^ —cos 이 

Icos^ sin 分;) 


이다. 


(2) (행렬식) =(—3)( — 4) 一 6 X 2 = 0 이므로 끄의 역행렬은 존 
재하지 않는다. □ 



ᅩ 의 역행렬이 존재하지 않도록 ^ 값 


을 정하여라. 

풀이 (행렬식) = a(a—1) — 2 = 0이어야 하므로 

幻 2 — a — 2 = 0 

이어야 한다. 이 방정식을 풀면 a =— 1 또는 a = 2 를 얻는다. 


역행렬의 성질 

정사각행렬 A, 크의 역행렬이 존재할 때 다음이 성립한다 . 

( 1 ) U — 1 )— 1 에 

( 2 ) U 公 )- 1 = 公- 1 고 — 1 

⑶ ( 끼—닉고 一 1 ) n 

⑷ 차 국 0 인 실수일 때 (A 나 )- 1 = | 고一 1 


증명 (2) 행렬의 곱셈의 결합법칙에 의하여 
{AB){B^ l A~ l ) = A{BB~ l )A~ l = AEA~ l = AA~ l = E 

이고 마찬가지로 (끄一 1 고— 1 ) u 必) =쑈이므로 公- 1 고一 1 는 AB 
의 역행렬이다. 즉 公- 1 고- 1 =u 公)- 1 이다. 

(1) 위의 (2) 에 의하여 

( A ^ 1 y 1 A ~ 1 = ( A ~ 1 Ay 1 = E ~ 1 = E = AA ~ 1 
이다. 즉 (고ᅳ 1 )一 1 고一 1 = 乂고一 1 이고 양변의 오른쪽에 고를 곱하 
면 u— 1 )— 1 =고를 얻는다. 

(3) 수학적 귀납법으로 증명하자. 

n = l 일 때에는 당연히 (고")一 1 = 고- 1 =U 一 1 ； T 1 이므로 성립한 
다. 이제 71 = k 일 때 성립한다고 가정하면 

[A k+l )~ l ={A k A)~ l = A~\A k )~ l = A~\A~ l ) k = {A~ l ) k+l 

이므로 71 = 차+1일 때에도 성립한다. ■ 


예제 


77. 정사각행렬 고의 역행렬이 


公가 0이 아닌 


실수일 때 (kA) 


-1 


A~ 1 7} 성립함을 증명하여라. 


k 


풀이 행렬의 실수배는 곱하는 순서를 바꾸어도 되므로 다음 등 
식이 성립한다. 


(kA) 





- AA~ l = lE=E, 
k I 


k 




• k A~ l A = lE=E. 
/ 


따라서 士고一 1 은 사고의 역행렬이다. 

k 


행렬방정식의 풀이 

행렬 고의 역행렬 고 -1 가 존재할 때 다음이 성립한다. 

(1) AX=B 는여 X=A~ l B 

(2) XA = B X=BA~ l 


예제 


78. 두 행렬 A 


2 



3) 에 대하여 다음 등식 


을 만족시키는 행렬 X* 구하여라. 

(1) AX=B (2) XA = B 


풀이 먼저 고의 역행렬을 구하면 = —ᅲ이다. 

(1) 고그:=끄의 양변의 왼쪽에 고一 1 을 곱하면 


A~ 1 AX=A~ 1 B 


이므로 


X=A~ l B = 




Q H-l 


-6 

3 


(2) 조4 = 끄의 양변의 오른쪽에 고一 1 을 곱하면 


XAA~ l = BA^ 1 


이므로 


X=BA 



t]U 



연립일차방정식의 해 

미지수가 X，2/인 연립일차방정식 

j ax + by = p 

[cx +dy = q 

를 행렬을 이용하여 나타내면 다음과 같다. 



⑴ arf- 노 여 0이면 이 방정식은 한 쌍의 해를 가지며 


lx\_ la b\~ 1 lp\ 

Uj-U dj (gj 

⑵ ad —6c = 0 일 때 

(I) a : c = b : d = p : g 이면 해가 무수히 많다. 
② a .. c = b .. d 유 p .. g 이면 해가 없다. 


예제 


79. 역행렬을 이용하여 다음 


연립방정식을 풀어라. 


⑴ 


3x — 2y = 8 
2x — y = b 


⑵ 


2x~y = 3 
6x — 3y = 9 


⑶ 


x~2y = l 
-2x~\-Ay =— 3 


풀이 (1) 주어진 연립방정식을 행렬을 이용하여 나타내면 


(■ ，에) 

이다. 여기서 요 :강의 역행렬이 존재'하:므로 

= r ⑶냔 오?) 


이다. 따라서 x = 2 , 2/=— 1 이다. 
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(2) 주어진 연립방정식을 행렬을 이용하여 나타내면 

(I :히⑶ 

이다. 여기서 (g :ᅪ의 역행렬이 존재하지 않는다. 이때 

2 : 6=—1 : 3 = 3 : 9 

이므로 주어진 연립방정식의 해는 무수히 많다. 

(3) 주어진 연립방정식을 행렬을 이용하여 나타내면 

U 1然=(4) 

이다. 여기서 g 의 역행렬은 존재하지 않는다. 이때 

1 : -2 = -2 : 4 국 1 : -3 

이므로 주어진 연립방정식의 해는 존재하지 않는다. □ 

_ 80. x , ^/에 대한 연립방정식 |^ + # = 32： 에 대하여 다 

{bx — A.y = ky 

음에 답하여라. 

(1) 오직 한 쌍의 해를 갖기 위한 실수 차의 조건을 구하여라. 

(2) x = y = 0 이외의 해를 갖기 위한 실수 사의 값을 구하여라. 

풀이 주어진 연립방정식에서 미지수가 있는 항을 모두 좌변으 
로 옮기면 

Uk — 3 )x ~\~2 y = 0 
[5 x -\- (― 4 — k)y = 0 

이다. 이것을 행렬로 나타내면 다음과 같다. 

Ik -3 2 \ M = /0\ 

l 5 -4- kj \ y ) \0/ 

(1) 오직 한 쌍의 해를 가지려면 

(판별식) =( 차- 3)(-4- 이 -2 • 5 국 0 
이어야 하므로 k ^-2 그리고 A ; 국 1이 된다. 

(2) x = 0, y = 0 이외의 해를 가지려면 

(판별식)= (차一 3)(—4 — 차) 一2 • 5 = 0 
이어야 하므로 k =~2 또는 차 = 1이 된다. □ 


.등학교 수학 요약노트 


• • • 


18 


쏴식 
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이 노트에서는 고등학교에서 배우는 수학의 내용 중 함수와 수 
열에 관련된 개념과 공식을 정리하고 그에 따른 예제와 풀이를 
소개합니다. 필요한 경우 중학교 과정의 내용도 포함하고 있습 
니다. 이 노트에서 포함하고 있는 내용은 다음과 갈습니다. 

• 함수의 뜻과 성질 

• 유리함수와 무리함수 

• 삼각함수 

• 지수함수와 로그함수 

• 수열과 수열의 합 

이 노트가 수학을 공부하는 분들께 도움이 되기를 바랍니다. 


앞에서와 갈은 그림에서 义에서 r 로의 대응이 함수가 되려면 
다음 두 조건을 모두 만족시켜야 한다. 

( i ) z 의 원소 중에 대응 안 되는 것이 없어야 한다. 

( ii ) ᅫ 원소 중에 두 개의 값에 대응되는 것이 없어야 한다. 


2009 개정 교육과정에서 정의역，공역，치역의 개념은 중학 
교 과정에서 삭제되고 고등학교 과정에서만 다툰다. 


예제 


I . 정의역이 X ={1, 2, 4} 이고 공역이 실수 전체의 집 
합인 함수 f ( x ) = x 2 의 치역을 구하여라. 


D ^■수의 뜻 


풀이 /(1) = 1, /(2) =4, /(4) = 16이므로 치역은 {1, 4, 16} 
이다. □ 


冗 의 값이 하나씩 정해질 때마다 "의 값도 하나씩 정해질 때， ‘y 
는 3；의 함수이다’라고 말한다. 이 함수의 이름이 /이면，이것을 
기호로 ，y = fM 로 나타낸다. 중학교 과정에서 공부하는 기본적 
인 함수는 다음과 갈은 것들이 있다. 

• 정비례 : 冗와 ?/ 사이에 y = ax 관계가 있을 때 (a ^ 0) 

• 반비례 : : r 와 ？/ 사이에 y = — 인 관계가 있을 때 (a ^ 0) 

x 

• 일차함수 : 2/= U 에 대한 일차식)으로 나타낼 수 있을 때 

• 이차함수 : 나에 대한 이차식)으로 나타낼 수 있을 때 


함수의 뜻 

두 집합 X ， r 에 대하여 z 의 각 원소에 厂의 원소가 하나씩 
대응할 때，이 대응을 교에서 r 로의 함수라고 부른다. z 에 
서 y 로의 함수의 이름이 /일 때 이것을 / : x ᅳ y 로 표기 
한다. 여기서 교를 /의 정의역，，를 /의 공역이라고 부른다. 
또한 함숫값들의 모임을 치역이라고 부른다. 


예를 들어 X ={1, 2, 3, 4} 이고 b , c , 바일 때 다음과 

같은 두 대응은 함수이다. 



그러나 다음 두 대응은 함수가 아니다. 




함수 2/ = / U ) 의 정의역과 공역이 언급되지 않은 경우에는 
f(x)7} 정의되는 실수 冗값 전체를 정의역으로 하고，실수 전체 
집합을 공역으로 생각한다. 


예제 


2 . 다음 수의 


정의역과 치역을 구하여라. 


(1) y = \x 


(2) y = 


2 

x — 1 



풀이 a ) 모든 실수 $에 대하여 w 를 구할 수 있으므로 정의 
역은 { xk 는 실수}이다. 한편 w 의 값은 o 이상이므로 치역 
은 {y \y > 아이다. 

⑵ 분모는 0이 될 수 없으므로 정의역은 位 hr 국 1} 이다. 또한 
분자가 0이 아닌 분수식은 0이 되지 않으므로 여 0이다. 

즉 y = 一ᅩ一내 국 3이다. 따라서 치역은 {이?/국 3} 이다. = 
X — 1 


대응에 따른 함수의 구분 

⑴ 함수 / : F 에서 그:의 원소 저，。에 대하여 

X 1 굳 冗 2 이면 /(〜) 궂 f ( x 2 ) 

가 성립할 때，이 함수 /를 일대일 함수라고 부른다. 

(2) 함수 / : 그:ᅳ r 가 일대일함수이고，치역과 공역이 같으 
면 이 함수 /를 일대일대응이라고 부른다. 

(3) 함수 / : 교에서 정의역 고:의 임의의 원소 x 에 대 

하여 /(니 =冗일 때，이 함수 /를 Z 에서의 항등함수라 
고 부른다. 

⑷ 함수 / : X -> F 에서 정의역 Z 의 임의의 원소 x 에 집 
합 r 의 단 하나의 원소 신만 대응할 때，즉 의 모든 
원소의 함숫값이 갈을 때，이 함수 /를 상수함수라고 부 
른다. 
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ra 3. 다음은 각각 일대일대응，항등함수，상수함수의 예이다. 




일대일대응 





수^"수 


예제 


4. 집합 X ={1, 2}, 


하여라. 


r={h 2, 3} 에 대하여 다음에 답 


(1) 고:에서 면의 함수는 몇 개인가? 

⑵ z 에서 r 로의 함수 중 상수함수인 것은 몇 개인가? 

(3) z 에서 r 로의 함수 중 일대일함수인 것은 몇 개인가? 

(4) z 에서 r 로의 함수 중 일대일대응인 것은 몇 개인가? 


풀이 (1) ᅫ 원소의 개수가 2， r 의 원소의 개수가 3이므로 
함수의 개수는 3 2 =9개다. 

(2) r 의 원소의 개수가 3이므로，상수함수는 3개다. 

(3) /( I )의 값으로 3개 중 하나를 택하고，/(2)의 값으로 남은 
2개 중 하나를 택하면 되므로 일대일함수는 3 X 2 = 6개다. 

(4) z 와 r 의 원소의 개수가 갈지 않으므로 일대일대응은 존재 

하지 않는다. □ 


B 합성함수와 역함수 


함수 = U — I ) 2 은 일차함수 2 / = 冗一1와 이차함수 y = x 2 ᅳ%: 
합쳐서 만든 것으로 생각할 수 있다. 이처럼 두 개의 함수를 합 
쳐서 만든 함수를 합성함수라고 부른다. 


^■성함수 

두 함수 / : X ᅳ Y , g : 표의 합성함수는 

g o f ： X ^ Z , (分。 f )( x ) = g ( f ( x )) 
으로 정의된 함수이다. 


참고 (/의 치역) (= (요의 정의역) 일 때에만 합성함수 g ᄋ /가 
존재한다. 


예제 


5. 두 함수 f ( x ) = 3 x — 2, 요 Or )=; r 2 — 1 에 대하여 



을 구하여라. 


(1) / ᄋ 요 (2) 요。/ 

⑶ / 。 / (4) 요。分 


풀이 (1) f ( g ( x )) = f ( x 2 — l ) =3( x 2 — l ) —2 = 3 x 2 —5. 

(2) g(f(x)) = g(3x — 2) = (3 x — 2) 2 — 1 = 9x 2 — 12 x + 3. 

(3) /(/Or)) = f(3x — 2) = 3(3 x — 2)—2 = 9 x — 8. 

(4) g { g { x )) — g ( x 2 — l ) = { x 2 — l ) 2 — 1 = x 4 — 2 x 2 . 


예제 


6 . f ( x ) = 2 x , g ( x ) = 

음을 구하여라. 

(1) [f ᄋ g ) ᄋ h (2) 


— 1, / iOr)=;r + l 에 대하여 다 


(分 ° h ) 


풀이 ⑴ ((/ ᄋ g ) ᄋ h )( x ) =( / ᄋ g )( h ( x )) = (f ᄋ g){x + l ) 
= /( 分 U + 1)) = /(U + 1) 2 3 -1) = /(x 2 + 2x) = 2 (x 2 + 2x) 
= 2 x 2 +4： x . 

(2) / 0 ( 分 0 h){x) =f((g ° h)(x)) =f(g(h(x))) 

= /( 分(또 + l )) = /(Gr + l ) 2 — 1) = f ( x 2 -\~2 x ) = 2( x 2 -\~2 x ) 
= 2 x 2 +4 x . : 


참고 위 문제에서와 같이 일반적으로 

(f ° g ) ° h = f ᄋ {g ᄋ h ) 

가 성립한다. 즉 함수의 합성의 결합법칙이 성립한다. 왜냐하면， 
斤의 정의역의 임의의 원소 x 에 대하여 

((/ ° 公) ° h )( x ) = (/ o g )( h ( x )) = f ( g ( h ( x ))) 

이고 

(/ 0 ( 分 0 h ))( x ) = f((g ᄋ h )( x )) = f ( g ( h ( x ))) 

이기 때문이다. 


참고 합성함수에 관련된 다음과 갈은 성질들이 있다. 

(1) /와 g 가 모두 일대일함수이면 g ᄋ /도 일대일함수이다. 

(2) /와 ^가 모두 일대일대응이면 g ᄋ /도 일대일대응이다. 

(3) /와 요 중 하나라도 상수함수이면 g ᄋ /도 상수함수이다. 

⑷ /가 항등함수이면 g ᄋ f = g 이고 / ᄋ 요 = 요이다. 

(5) /가 m 차 함수이고 p 가 n 차 함수이면 g ° f 는 mn 차 함수 
이다. 


예제 


(/ ° f )( x ) = 4 x + 6- i : 만족시키는 일차함수 / Or ) 를 


모두 구하여라. 


풀이 / Or ) = aaH 야라고 두면 

(/ ° f )( x ) = f ( f ( x )) = f{ax + b ) = ax + ab J rb 

이므로 a 2 = 4, ab + 公 = 6이 되어야 한다. 

즉 a = 2이면 6 = 2이고， a =— 2이면 公 =— 6이다. 따라서 구하 
는 일차함수는 / Or ) = 2: r + 2， / Or ) =—2 a :— 6 이다. [ 


역함수 

함수 2 / = / U ) 가 일대일대응일 때 /와는 반대 방향으로 y 
를 x 에 대응시키는 함수를 /의 역함수라고 부르며 /一 1 로 
표기^ 


참고 역함수는 함수가 일대일대응일 때에만 존재한다. 또한 
함수 /와 역함수 / _1 의 합성함수는 항등함수가 된다. □ 


예제 


8 . 정의역이 {모 |1<冗<5} 이고 공역이 {y \ l < y < 9} 


인 함수 ！/ = 2 x — 1 의 역함수를 구하여라. 


참고 위 예제를 통해 i 나 요 국 요。/임을 알 수 있다. 즉 일반 
적으로 함수의 합성의 교환법칙은 성립하지 않는다. 


풀이 = 의 역함수를 구할 때에는 冗와 y 를 바꾼 뒤 2/에 
대하여 풀면 된다. 

주어진 함수의 x 와 y 를 바꾸면 ^ = 2 ? /—1이다. 이 식을 2/에 
대하여 풀면 2/ = + + 이다. = 
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참고 역함수를 구할 때 冗와 y 를 서로 바꾸 므로，" ᄄ 가冗) 의 
그래프와 y = f~ X ( x ) $] 그래프는 서로 직선 " = 에 대하여 대 
칭이 다. 


예제 


9. 등식 厂 1 (2) 


수 /를 구하여라. 



/(/(1))=3 을 만족시키는 일차함 


풀이 f ( x ) = ax + b^\JL 두고 문제에서 제시한 두 조건을 이용 
하여 a ，b 의 값을 구한다. □ 


사분면 

위치 

좌표 

제 1 사분면 

오른쪽 위 

(양수，양수) 

제 2 시^면 

왼쪽 위 

(음수，양수) 

제 3 시^면 

왼쪽 아래 

，ᄋ 少、 ᄋ 少、、 

V 13 | , 1그 | ) 

제 4 사분면 

오른쪽 아래 

(양수，음수) 


따라서 좌표평면 위의 임의의 점은 네 개의 사분면 중 하나에 
속하거나 또는 좌표축 위에 놓인다. 


예제 


10. 집합 그:= 如 | 0 브 冗 브 3} 에 대하여 Z 에서 그:로의 


함수 f(x 
여라. 


ax 


+ 6가 역함수를 갖도록 


시 


a 


心의 값을 정하 


해설 역함수를 가지려면 /가 일대일대응이 되어야 한다. 문제 
에서 주어진 함수 /는 일차함수이므로 그래프가 직선이다. 이때 
일대일대응이 되려면 

|/(0)=0 또 |/(0)=3 
1/(3) =3 ᅩᄂ |/(3)=0 

이 되어야 한다. r 


예제 


11 ■ 두 함수 f ( x ) = x ~ l , 요(: r )=2 :r + 4 에 

(/ ᄋ (分 0 /) 一 1 ° /) ⑶ 


대하여 


를 구하여라. 


풀이 동식 (g ° /广 1 = r l 。요- 1 과 (厂 1 )- 1 =/를 이용한다. 
f ᄋ (g ᄋ ，)一 1 ᄋ f = f ᄋ (厂 1 ᄋ 요一 1 ) ᄋ f 
= (f ᄋ 厂 1 ) ᄋ (요 - 1 ᄋ f)=g^ ᄋ / 

이다. 한편 요一 1 네 T -2 이므로 g - 1 ( f ( 5 ))= g ~ 1 U )= 0 . 


함수의 그래프 

함수 / : r 의 그래프는 y = f [ x ) 를 만족시키는 모든 

순서쌍 U ， y)A 나타내는 점을 좌표평면에 나타낸 것이다. 
즉 함수의 그래프는 집합 {(지 y ) 1 2/= / Or )} 를 좌표평면에 
나타낸 것이다. 


먼저 중학교 과정에서 공부하는 기본 함수의 그래프를 살펴보 
자. 정비례 = ■의 그래프의 모양은 다음과 갈다. 

• 원점을 지나는 직선이다. 

• a 의 절댓값이 커질수록 가파튼 그래프가 된다. 

• a 〉 0이면 제1사분면과 원점과 제3사분면을 지나고 
a < 0이면 제2사분면과 원점과 제4사분면을 지난다. 




K 1 함수의 그래프 

두 수 a , 6를 쌍으로 나타낸 ( a , 幻를 순서쌍이라고 부른다. 이 
순서쌍은 x 좌표가 a 이고 2/좌표가 6인 점을 나타낸다. 


기축 

少 a 

2 -■ 


0 

원점 


JC 좌표 

-.(3,2) 

少 좌표 



x 


■X 축 


반비례 으의 그래프의 모양은 다음과 갈다. 

x 

• 원점에 대하여 대칭인 쌍곡선 모양이다. 

• a 의 절댓값이 커질수록 원점에서 멀어진다. 

• a 〉 0이면 제1사분면과 제3사분면을 지나고， 
a < 0이면 제2사분면과 제4사분면을 지난다. 




좌표평면의 가로축을 x 축，세로축을 2/축이라고 부른다. 


少』 

노 

제 2 사분면 

제 1 사분면 

- 

0 

X 

제 3 사분면 

제 4 사분면 


일차함수 = + 의 그래프의 모양은* 다음과 같다. 

• 그래프의 모양이 직선이다. 이 때문에 y = mx + n 또는 일 
차방정식 ax + 切/ + c = 0을 직선의 방정식이라고 부른다. 

• m 은 기울기가 된다. 

• m > 0이면 오른쪽 위를 향하고 ， m < 0이면 오른쪽 아래를 
향한다. 

• ( 2 요: + 切/ +。= = 0의 그래프는 y = mx+n 꼴로 바꾸어 생각 
^다. 
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이차함수 ?/ = aU — p ) 2 + g 의 그래프의 모양은 다음과 같다. 

• 꼭짓점이 (p, g ) 인 포물선 모양이다. 

• a 〉0 이면 아래로 볼록， a <0 이면 위로 볼록하다. 

a 〉0 일 때 a <0 일 때 



로 g 만큼 평행이동한 모양이다. 

• a 의 절댓값이 클수록 그래프가 좁아전다. 

• 축의 방정식은 이다. 

• a 〉0 이면 일 때 최솟값 q 를 가진다. 

a <0 이면 일 때 최댓값 q 를 가진다. 


예제 


13. 정의역이 {x | - l < x < 2} 인 함수 있 = 2또 2 -12冗 + 3 


의 최댓값과 최솟값을 구하여라. 


풀이 주어진 함수를 변형하면 2 / = 2 U — 3) 2 — 15이다. x=~l 
일 때 y = 17 ， : r = 2 일 때 13 이다. 꼭짓점의 좌표는 

(3，一 15) 이지만 x = 3 이 정의역의 원소가 아니므로 정의역의 
양 끝점에서의 함숫값만 생각하면 된다. 따라서 최댓값은 17, 
최솟값은 一 13이다. n 


이차함수의 그래프와 직선의 위치관계 

이차함수 2/= a ” 2 + C 의 그래프와 직선 2/ = 7710：+71 의 
위치관계는 이 두 방정식을 연립한 이차방정식의 판별식 D 
에 따라 다음과 같이 결정된다. 


위치 관계 

판별식 

두 점에서 만난다 

刀〉0 

한 점에서 만난다 

D =0 

만나지 않는다 

D <0 


Q 다^■함수 

함수 중에서 등식 


예제 


14. 다음 


이차함수의 그래프와 직선의 위치관계를 조사하 


여라. 


(1) y = x 2 -\~ 4 x - 8 , y = 6 x — 10 

(2) y =— x 2 +3 x + 1, y = x J r 2 


" = (x 에 대한 다항식 ) 


(3) y = 3 x 2 — 5 x ~ 2 , y = x + l 


으로 나타낼 수 있는 함수를 다항함수라 고 부른다. 이때 우변의 
다항식의 차수에 따라 함수의 이름이 정해진다. 예를 들어 

2/ = (x 에 대한 일차식 ) 

으로 나타나는 함수를 일차함수라 고 부르며 

2/ =(x 에 대한 이차식 ) 

으로 나타나는 함수를 이차함수 라고 부른다. 


이차함수의 최댓값과 최솟값 

정의역이 {冗| q ： 드： r 드 /公} 인 이차함수 있 = a (: r — p) 2 +g 는 
x = a 또는 x = /3 또는 x = p 일 때 최댓값이나 최솟값을 가 
진다. (단，: p 가 정의역의 원소가 아니면 인 경우를 제 
외하고 생각해야 한다.) 


예제 


12. 정의역이 {x | 1 < x < 4} 인 함수 y 
의 최댓값과 최솟값을 구하여라. 


x z ~\~ Ax ~\~1 


풀이 y = ax 2 +bx + c 꼴의 함수는 " = aOr — p ) 2 + g 의 꼴로 
바꾸어 생각하자. 

먼저 y =~ x 2 +4 x + ll - 변형하면 있 =— U — 2) 2 + 5 이다. 정의 
역의 끝 점을 대입해보면 x = l 일 때 함숫값은 4이고 ， x = 4 일 
때 함숫값은 1이다. 또한 함수의 그래프의 꼭짓점의 좌표는 
(2, 5) 이고 x = 2 는 정의역의 원소이다. 따라서 4，1，5 중 가 
장 큰 값이 이 함수의 최댓값이고，가장 작은 값이 이 함수의 
최솟값이다. □ 


풀이 연립하여 이차방정식의 판별식을 구한다. 

(1) 연립하면 x 2 ~2x + 2 = 0. 판별식은 D<Q. 만나지 않는다. 

(2) 연립하면 x 2 - 2 x-\-l = 0 . 판별식은 D = Q . 접한다. 

(3) 연립하면 x 2 -2 x ~1 = 0. 판별식은 刀〉 0. 서로 다른 두 

점 에서 만난다. □ 


예제 


15. 이차함수 2/ = 2一一2冗-1의 그래프와 직선 


2/=—4^ + 5가 만나는 두 점의 x 좌표의 합을 구하여라. 


풀이 연립하여 얻은 해가 교점의 좌표이다. 주어진 두 함수의 

식을 연립하여 정리하면 x 2 +x — 3 = 0이다. 이 방정식의 두 근 
은 만나는 두 점의 x 좌표와 갈으므로 두 점의 r 좌표의 합은 두 
근의 합 -1이 된다. □ 


예제 


A - {( x , y) \y = 2x 2 -?>x}, B= {( x , y) \y = ax~2} 

에 대하여 다음 조건을 만족시키도록 실수 a 의 값을 정하여라. 
(1) n(A HB) =0 (2) n(A ^B) = 1 (3) n{A ^B) = 2 

풀이 고 n 끄는 포물선 고와 직선 끄의 교점의 집합이다. 

두 집합의 조건으로 주어진 식을 연립하면 

2x 2 — (3 + a)x + 2 = 0 

이다. 판별식을 구하면 ”=(a + 7)(a-l) 이다. 

⑴ 고<0이어야 하므로 -7< a < 1이다. 

⑵ 々=0이어야 하므로 a =— 7 또는 a = l 이다. 

(3) 刀〉0이어야 하므로 a<-7 또는 a 〉 1이다. C 
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예제 


17. 이차함수 2/= 冗 2 — 公 ： r + 4의 그래프와 오:죽의 위치 관 


계가 다음과 갈도록 실수 서의 값을 정하여라. 
⑴ 서로 다른 두 점에서 만난다. 

(2) 접한다. 

(3) 만나지 않는다. 


풀이 이차식 : r 2 -fcr + 4 의 판별식은 刀:사 2 -16이다. 

(1) 刀〉0이어 6 > 하므로 k 2 > 16. 즉 k <-4 또는 k >4. 

(2) 刀=0이어야 하므로 차 2 = 16. 즉 A :=±4. 

⑶ 刀<0이어야 하므로 k 2 < 16. 즉 一4<사<4. 


예제 


18. 이차방정식 : r 2 — 2 ax + a = 0 의 두 근이 모두 一1보 


다 크도록 실수 a 의 값의 범위를 정하여라. 


풀이 이차함수의 그래프의 성질을 활용한다. 

/ Or ) = 冗 2 — + a 라고 하자. 두 근을 가져야 하므로 판별식 

은 刀= 4 a 2 — 4 a 〉0이다. 따라서 

a < 0 ᄐ t 1 < a 

이다. 축의 방정식이 x = a 인데，축이 x =— 1 오른쪽에 있어야 
하 1 그 무 

a 〉一 1 

이다. — 1일 때 함숫값이 양수이어야 하므로 


예제 


20 . 


rr 


실수 x 에 대하여 부등식 x 2 + mx — m + 3 > 0 


이 성립하도록 실수 m 의 값의 범위를 정하여라. 


풀이 ^/ = 冗 2 — m + 3이라고 하자. 이때 이 이차함수의 그 
래프가 x 축과 만나지 않아야 한다. 따라서 판별식은 

D = m 2 — 4 (—m +3) <0 

이 되어야 한다. □ 


B 분수함수 


함수 중에서 $에 대한 유리식으로 나타낼 수 있는 함수를 유리 
함수라 고 부른다. 또한 x 에 대한 분수식으로 나타낼 수 있는 함 
수를 분수함수라 고 부른다. 즉 유리함수는 다항함수와 분수함수 
로나눌 수 있다. 


분수함수 y = k / x 9 \ 그래프 

함수 y = — 는 다음과 같은 성질을 가진다 . (k 유 0) 
x 

(1) 정의역과 치역은 모두 0을 제외한 실수 전체의 집합이다. 

(2) 사〉0이면 그래프는 제 1，3 사분면에 있고， 

사 < 0이면 그래프는 제 2, 4 사분면에 있다. 

(3) 그래프는 원점에 대하여 대칭인 쌍곡선이다. 

(4) 旧의 값이 커질수록 그래프가 원점에서 멀어진다. 

(5) 그래프의 점근선은 x 축，2/축이다. 


분수함수 V = —g 의 그래프는 분수함수 2/ = 츠 의 그래프를 
x — p x 

x 축의 방향으로 p 만큼，ᄅ/축의 방향으로 g 만큼 평행이동한 것이다. 

따라서 = 는 다음과 갈은 성질을 가전다. 

x —p 

• 정의역은 {x \x 국 p } 이고 치역은 {y \y 본 g } 이다. 

• 그래프는 점 ( p , g ) 에 대하여 대칭인 쌍곡선이다. 

• 그래프의 점근선은 두 직선 와 = g 이다. 


예제 


21 . 함수 y 


2 x +1 


x + 1 

구하고 그래프를 그려라. 또한 역함 


의 정의역，치역，점근선의 방정식을 
구하여라. 




/( — l ) = 1 + 3 a > 0 즉 — 규< a 

O 

이다. 위 세 조건을 모두 만족시켜야 하므로 답은 다음과 갈다. 


-3 <a ^° 


a > 1 


예제 


19. 이차함수 있 = 모 2 —4冗 + 3의 그 


y — x 2 —\ x -\-?> 


래프를 이용하여 다 

(1) x 2 -4 x + 3>0 

(2) x 2 — 4 x + 3 < 0 


으 ᄇ 
1 그 T 


ᄋ 


식을 물어라. 



풀이 a) 그래프가 x 축 위쪽에 있는 부 
분이므로 x < 1 또는 x > 3이다. 

(2) 그래프가 x 축 아래쪽에 있는 부분이므로 1 < x < 3이다. □ 


풀이 주어진 분수함수를 = 스^ + g 의 꼴로 변형하자. 

x —p 

2 x + l 2 (x + l)-l -1 , ᄋ 

『下 TT = — ^Ti 一 = ^+1 +2 - 

① 정의역은 { x\x ^-1}, 치역은 { y \ y ^2}. 

② 점근선은 冗 =-1 과 ?/ = 2이다. 

③ 그래프는 다음과 같다. 
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④ 주어진 식의 冗와 y 를 바꾸면 x = ^ p +2 이다. 

2/+1 

이 식을 2 /에 대하여 풀면 y = -1 Or 국 2) 이다. 

X — Z 


따라서 y = 〜/ a ( x — p ) + g 의 정의역과 치역은 다음과 같다. 

• a > 0일 때 정의역은 {x \x > p }, 치역은 {y \y > g } 이다. 

• a < 0 일 때 정의역은 {x \x < p }, 치역은 {y \y > g } 이다. 


참고 분수함수의 역함수는 분수함수가 된다. 

53 분수함수『 때 g 함수를^하보자. 



丄 +, 

X —p 


=今 


=今 


=今 


k 


V 


x 


X 


~Q = 

X 

-p 



k 

1 - 

V 

-q 


k 


V 

-q 



따라서 분수함수의 역함수는 분수함수이다. □ 

위와 갈은 성질을 이용하면 분수함수의 역함수를 더 쉽게 구할 
수 있다. 


예제 


2t 1 

22 . 함수 2/=^^의 역함수를 구하여라. 


x + 1 


풀이 주어진 함수를 변형하면 


y 


1 


2 


x + 1 

이다. 이 함수의 그래프는 (一1， 2) 에 대하여 대칭이므로，이 
함수의 역함수의 그래프는 (2, — 1) 에 대하여 대칭이다. 따라서 
역함수는 다음과 갈다. 


V 


x ~2 


{x ^ 2) 



함수 중에서 x 에 대한 무리식으로 나타낼 수 있는 함수를 무리 
함수라 고 부른다. 


무리함수 의 그래프 

함수 y = 는 다음과 갈은 성질을 가전다. (a 궂 0) 

⑴ a 〉0일 때 정의역은 { x\x > 0}, 치역은 { y\y > 아이다. 
a < 0일 때 정의역은 { x\x < 0}, 치역은 { y\y < 아이다. 

(2) 그래프는 함수 y = — x 2 의 그래프와 = x 에 대하여 대 

a 

칭이다. (단，정의역은 { x | x >0} 이다.) 


함수 y = 〜/ a ( x — p ) + g 의 그래프는 y = \fax 의 그래프를 冗죽 
의 방향으로 p 만큼， " 축의 방향으로 g 만큼 평행이동한 것이다. 


예제 


래 


프를 


23. 함수 y = v ^ + 4 + l 의 정의역과 치역을 구하고 그 
그려라. 또한 역함수를 구하여라. 


풀이 주어진 함수를 y = Va ( x — p ) + g 의 꼴로 바꾼다. 
y = \/2 x + 4 +1 = \/2 (x + 2) +1 . 

① 정의역은 {x \x > —2}, 치역은 {y \y > l }. 

② 그래프는 y = 를 ^축의 방향으로 -2만큼， 2 /축의 방향 
으로 1만큼 평행이동한 모양이다. 



③ 주어진 식의 x 와 y 를 바꾸면 〜/2(2/ + 2) +1 이다. 이 식 
을 2/에 대하여 풀면 = — 1) 2 + 2이다. 따라서 역함수는 

있 = ^■(모一1) 2 + 2 (x > 1). = 


참고 무리함수와 이차함수는 서로 역함수이다. 즉 무리함수의 
역함수는 이차함수가 되고，이차함수의 역함수는 무리함수가 된 
다. 이때 역함수의 식을 구한 뒤 정의역을 명시해주어야 한다. 


예제 


24. 정의역이 {冗 |冗 > 0}인 함수 


卜2 + 2 의 


역함 


수를 구하여라. 


풀이 주어진 이차함수의 치역은 {니?/ 브 2} 이다. 주어진 식의 
冗와 2/를 바꾸면 冗=士2/ 2 + 2이고，이것을 ^/에 대하여 풀면 

y = V - 2 x +4 이다. 따라서 구하는 역 함수는 다음과 같다. 

y = 、j _ 2 x + 4 (x < 2) = 


D ^ ■각함수 


중학교에서는 (9 의 값이 0 브 6 X 90 ° 의 범위에 있을 때 사인， 
코사인，탄젠트의 값을 생각하였다. 그러나 고등학교에서는 그보 
다 더 큰 각이나 음수의 각에 대해서도 사인，코사인，탄젠트의 
값을 생각한다. 이를 위해서 먼저 여러 가지 각을 나타내는 방 
법을 살펴보자. 

아래 그림에서 각 XOP 를 생각할 때 斤?를 ZXOP 의 시초선， 
@를 ZXOP 의 동경이라고 부른다. 



P P 



음의 방향 ( 一 ) 
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동경 OP 가 점 0를 중심으로 회전할 때，시겟바늘이 도는 방향 
과 반대인 방향을 양의 방향이라고 하고，시겟바늘이 도는 방향 
과 갈은 방향을 음의 방향이라고 한다. 또 동경 0 P 가 양의 방 
향으로 회전하여 생기는 각의 크기는 양의 부호 +를 붙여 나타 
내고，음의 방향으로 회전하여 생기는 각의 크기는 음의 부호 一 
를 붙여 나타낸다. 


일반각 일반적으로 동경 0 P 가 나타내는 한 각의 크기를 
a ° 라고 하면 ZXOP 의 크기는 360 OX 71 + Q ； ᄋ(기은 정수)의 
꼴로 나타낼 수 있다. 이것을 동경 0 P 가 나타내는 일반각이 
라고 한다. 


오른쪽 그림과 같이 좌표평면의 
원점 0에서 x 축의 양의 방향을 
시초선으로 잡았을 때，동경 0 P 
가 제1사분면，제2사분면，제3사 
분면，제4사분면에 있으면 동경 
0 P 가 나타내는 각을 각각 제1사 
분면의 각，제2사분면의 각，제3 
사분면의 각，제4사분면의 각이라 
고 부른다. 



호의 길이와 부채꼴의 넓이 

반지름의 길이가 r , 중심각의 크기가 <9인 부채꼴에서 호의 
길이를 I , 부채꼴의 넓이를 "라고 하면 다음이 성립한다. 

I = r 6 , S = ~^ r 2 0 = ^ rl . 

스 i 쇼 

증명 l = 2nrX ~^—= rO , 

Z7T 

S = 7 rr 2 X -^—= - rr 2 0= ^ rr ( r 9) = ~ rrl . ■ 


예제 


27. 다음과 갈은 부채꼴의 호의 길이와 넓이를 구하여라. 


(1) 반지름의 길이가 6 cm ， 중심각의 크기가 인 부채꼴 

O 

(2) 반지름의 길이가 10 cm ， 중심각의 크기가 45° 인 부채꼴 


풀이 (1) (호의 길이)= 6 X ^7 r = 87 T ( cm ). 

O 

(부채꼴의 넓이)= |x 6 2 x = 247^ cm 2 ). 

(2) (호의 길이)= 10 x +7 r = ( cm ). 

1 1 9 ^ 

(부채꼴의 넓이)= f X 10 2 X :7 T = _ k -7 T ( cm 2 ). 


예제 


25. 다음 각은 제 몇 사분면의 각인지 말하여라. 


⑴ 400 ᄋ ⑵ 960 ᄋ (3) 一 210 ᄋ (4) 一 420° 


풀이 ⑴ 400 ° = 360 ° +40 ° 이므로 제1사분면의 각이다. 
(2) 960° =360° X 2 + 240 ° 이므로 제3사분면의 각이다. 

⑶ -210° =-360° +150° 이므로 제2사분면의 각이다. 

⑷ -420° =-360° X 2 + 300 ° 이므로 제4사분면의 각이다. 


호의 길이와 반지름의 길이가 같은 부채꼴의 중심각의 크기를 1 
라디안 ( radian ) 이라고 하며，이것을 단위로 각의 크기를 나타내 
는 방법을 호도법이라고 한다. 


1라디안 = 


180° 

7 T 



7 T 

180 


라디안 


참고 라디안도 도( ° )처럼 각의 단위이다. 각을 나타낼 때 보 
통 라디안은 생략하여 쓴다. 즉 단위가 표기되지 않은 각의 단 
위는 라디안이다. 


예제 


26. 다 


ᄋ 

"5" 


^성하여 라. 


육십분법 


45° 

60° 

90° 

120° 


270° 

360° 

호도법 

7 T 

6" 





7 T 



풀이 180° =7 T 라는 등식을 기억하고 있으면 편리하다. 

육십분법 

30° 

45° 

60° 

90° 

120° 

180° 

270° 

360° 

호도법 

7 T 

6" 

7 T 

7 T 

y 

7 T 

~2 

2 

3^ 

7 T 

3 

2^ 

2 tt 


직각삼각형을 이용하여 사인，코사 
인，탄젠트를 정의하면 각의 범위가 

0 < 6> < f 일 때에만 가능하다. 따 

라서 중심이 원점인 원을 이용하여 
이들을 정의한다. 

오른쪽 그림과 같이 중심이 원점이 

고 반지름이 r 인 원 위의 점 P ( a , 뇌에 대하여 동경 0 P 가 나 
타내는 각을 <9라고 하자. 이때 

b a b 
r , r , a 

의 값은 <9 의 값에 따라 하나로 결정된다. 


y\ 



삼각함수의 정의 (1) 

오른쪽 그림에서 다음과 같이 

정의^ 


sin 分 = 

_ b 


r 

cos ᄍ = 

a 


r 

tan 分 = 

- — . (단 ， a 9 ^ 0) 


a 



참고 sin 은 ‘사인’， cos 은 ‘코사인’， tan 은 ‘탄젠트"라고 읽는다. 


이와 갈은 함수들을 일반각 0에 대한 삼각함수라고 부른다. 
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(1) -산의 삼각함수 

① sin (—分) =— sin 分 

② cos (—分) = cos 分 

③ tan(—=—tan 分 


P ( 公，公 ) 



P\a\ b f ) 


각 사분면에서 이들 삼각함수의 부호는 다음과 갈다. 





28. 점 P (—3, 4) 를 지나 
는 동경 0 P 가 나타내는 각을 6 
라고 하자. 이때 6> 에 대한 삼각함 
수의 값을 구하여라. 

풀이 삼각함수의 정의에 의하여 
다음과 같이 계산된다. 

4 


sin 分 


cos 分 



29. 分 = ᅩ 7r 일 때， sin 分， cos 分， tan 分의 값을 구하여라. 

D 


풀이 반지름이 1인 원을 이용하면 
r=l 이 되므로 삼각함수의 값을 계 
산하기에 편리하다. 


오른쪽 그림과 같이 반지름이 1인 
원에서 = 가 되도록 하는 점의 


V공 1 

" 2 , 

이 된다. 따라서 구하는 삼각함수의 값은 다음과 갈다. 



sin 分 


2 


, cos ᄍ 


2 


tan 分 


2 


v 귱 v 可 . 


2 


30. 다음 각을 호도법으로 바꾸고 각에 대한 삼각함수표 
어라. 

30° , 45 °，60 °，90 °，120 °，180 ° , 240 °，360 ° 


풀이 


육십분법 

30° 

45° 

60° 

90° 

120° 

180° 

240° 

360° 

호도법 

7T 

6" 

7T 

7T 

y 

7T 

y 

2 

3" 

7T 

4 

3" 

2tt 

sin 分 

1 

~2 

此 

2 

V상 

2 

i 

、斤 

2 

0 

V상 
2 

0 

cos 分 

Vs 

2 

犯 

2 

1 

0 

1 

-1 

1 

1 

tan 分 

1 

73 

1 

Vs 

어으 
ᄇ乂 1 그 

— V 궁 

0 

V3 

0 


참고로 


7 T 

6 " 


7 T 

~4 


의 자연수배인 각을 특수각이 라고 부른다. 


증명 오른쪽그림에서 

b b/r sin 


tan 分 


a 


a/r cos 6 ’ 


sin 2 산- 1-cos 2 分 


b 2 


2 


a 


2 2 

rjr r「 

a 2 +b 2 r 2 


r 


r 


1 



임의의 정수 자에 대하여，각 <9와 각 2 n 7 r + (9 가 나타내는 동경 
은 일치하므로 다음을 얻는다. 

sin(2mr + 公) = sin 分， 
cos(2n7r + ^) = cos 分， 
tan(2mr + 公) = tan 多. 

또한 일반각에 대한 삼각함수 공식은 다음과 같다. 


위 공식들을 무조건 외우려고 하면 어려우므로，단위원에 그림 
을 그려서 이해해야 한다. 또한 앞으로 공부할 삼각함수의 그래 
프를 연관시켜 기억하면 편리하다. 


삼각함수 사이의 관계 (1) 


tan 分 


sm U 
cos 6 


, sin 2 分 + cos 2 分 = 1 


7T 


(3) 유+산의 삼각함수 


7 T 


① sin( — +6> 


cos 分 


7T 


② cos( — 


7 T 


③ tan( — +6> 


tan 分 



⑵ 7T + 산의 삼각함。 

人 * 

r 

y\ 

k 

① sin(7r + 산) =- 

sin 公 

1 

，신『 ( 公，公 ) 

② COS (7T + 分) =— 

cos ᄍ 

[ 刀 •+ 公 

/A \ , 

③ tan(，r + 分) =tan 分 

-W 

0 Jl x 



P’ ( 次’， ^>72^ 



예제 


예제 


예제 
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i/=smx 


z/=cosx 




탄젠트 함수의 성질은 다음과 같다. 


y = af ( bx -\- c ) -\~d 꼴의 함: 


있 = (2/(&0 r — p ))+ g 의 꼴로 변형한 투 다음 성질을 이용한다. 


X 


축을 중심으로 (Z 배 확대 


▼ 


C y = af ( x ) 


▼ 


v 


축을 중심으로 去 배 확대 


C 


y 


af ( bx ) 


冗축의 방향으로 p 만큼， 

2/축의 방향으로 g 만큼 평행이동 


증명 0>은당연하다. 

② sin 2 分 + cos 2 산 = 1의 양변을 cos 2 分로 나누면 첫 번째 등식 
을 얻고，양변을 sin 2 산로 나누면 두 번째 등식을 얻는다. ■ 


31. 오른쪽 그림과 같이 원점 
0와 점 P (4, —3) 을 지나는 동경 
01^} 나타내는 각을 6>라고 하면 


0 P =5 이므로 삼각함수의 정의에 의 
하여 다음을 얻는다. 



cosec 9 


3， 


sec 0 


4， 


cot 6 


¥ 


함수 /( x ) 에 대하여 양수 p 가 존재하여 정의역의 모든 점 : r 에 
대하여 f ( x + p ) =/ U ) 가 성립할 때 /를 주기함수라고 부른다. 
그러한 양수 V 중에서 가장 작은 값을 /의 주기라고 부른다. 


사인 함수의 그래프와 코사인 함수의 그래프는 다음과 갈다. 








다음으로 사인，코사인，탄젠트 외의 삼각함수를 살펴보자. 삼각 
형은 3개의 변을 가지고 있으므로 그 중에서 순서를 고려하여 2 
개를 선택하는 경우의 수는 3 X 2 = 6이다. 따라서 삼각형을 이 
용하여 정의하는 삼각함수는 사인，코사인，탄젠트 이외에 3개를 
더 정의할 수 있다. 


cosec 는 ‘코시컨트’， sec 는 ‘시컨트’， cot 는 ‘코탄젠트"라 


고 읽는다. 


이 두 함수의 성질은 다음과 같다. 


다음으로 탄젠트 함수의 그래프는 다음과 갈다. 



"=tan 6 



o 삼각함수의 활용 


삼각함수 사이의 관계 (2) 


① cosec ᄍ 


， sec ᄍ 


， cot 分 


cos 分 


sin 分 ’ ᅳᅩᆻ cos 分 ’ 쇼 tan 6 sin 
(2) 1 + tan 2 分 = sec 2 多， 1 + cot 2 分 = cosec 2 i 


탄젠트의 성질 

탄젠트 함수는 다음과 같은 성질을 가전다. 

(1) 정의역은 |x x 국 mr + 등, 이다. 

(2) 치역은 실수 전체의 집합이다. 

(3) 그래프는 원점에 대하여 대칭이다. 

(4) 주기 가 7 T 인 주기함수이 다. 

(5) 점근선은 직선 x = n 7 r + ^- (n 은 정수)이다. 


삼각함수의 정의 (2) 

오른쪽 그림에서 다음과 같이 
정의^ 


cosec ^ 


r 


(단， b^O) 


r 


sec 6 = — (단 ， a 국 0) 

a 


cot 分 


a 


(단， b ^ O ) 



사인과 코사인의 성질 

사인 함수와 코사인 함수는 다음과 갈은 성질을 가전다. 
(1) 정의역은 실수 전체의 집합이다. 

⑵ 치역은 { y \— l < y < 1} 이다. 즉 최댓값은 1 이고 
최솟값은 -1 이다. 

(3) 사인 함수의 그래프는 원점에 대하여 대칭이고， 

코사인 함수의 그래프는 2/축에 대하여 대칭이다. 

(4) 주기가 2 ti •인 주기함수이다. 

(5) 코사인 함수의 그래프는 사인 함수의 그래프를 x 축의 
방향으로 一 1만큼 평행이동한 모양이다. 
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예제 


32. 다음 함수의 주기와 최댓값，최솟값을 구하여라. 


(1) y = sin 


x 

~2 


(2) ^¥ sin [ f + f 1+1 


(3) y = 2cos (x — 7r) — 1 


7T 


(4) y = cos3| x + — 


풀이 2/ = / U ) 의 주기가 p 이면 " = / (뇨) 의 주기는 |이다, 


(1) 주기는 4 tt , 최댓값은 1，최솟값은 一1이다. 


⑵ 


V 




2 


. . X t 7T 

sm| ¥ + ¥/ 


+ l = }sm ♦ 씨 7T 


+ 1 이므로 


주가 

(3) 주기ᄂ 

(4) 주기ᄂ 


3 


6 tt ， 최댓값은 최솟값은 j 이다. 
27 T , 최댓값은 1，최솟값은 一 3이다. 
I -7 T , 최댓값은 1，최솟값은 一1이다. 


예제 


33. 다음 함수의 주기와 점근선을 구하여라. 


7T 


(1) 2 / = tan [ x - — 


x 


(2) ?/ = tan [ y +7 r 


풀이 (1) 주기는 7T 이고，점근선은 X = 717T+ —7T (71 은 정수)인 


직선이다. 

1 \ r 1 ) 

이므로 주기는 2 tt 

이고 점근선은 x = (2 n + l )7 r (n 은 정수)인 직선이다. 


(2) y = tan ( 


tan 다 (x + 2 tt ) +7T 


각의 크기가 미지수인 삼각함수」 


방정식과 부등식을 


각각 삼각방정식，삼각부등식이라고 부른다. 삼각방정식이나 삼 
각부등식을 풀 때에는 단위원이나 삼각함수의 그래프를 이용하 
여 푼다. 


예제 


34. 다음 삼각방정식을 풀어라. (단， 0< x < 2 tt ) 


(1) 2 cos x + 1 = 0 
풀이 (삼각함수 )=( 상수)- 


(2) tanx — y / 3"= 0 
만들어 푼다. 


(1) 식을 변형하면 COST =— ^7이다. 


2 


따라서 X = -^-7 T 또'는 X = 이다. 

o o 

(2) 식을 변형하면 tanx= v 공이다. 


따라서 


x 


7T 

y 


또는 X 


4 


-7T 


이다. 


예제 


35. 다음 삼각부등식을 풀어라. (단， 0< x < 2 tt ) 


(1) 2sinx > 、 [ 두 i 


(2) tanx < 


쇼 

3 


풀이 


ᄇ 


ᄋ 


등호로 바꾸고 삼각방정식을 풀어 범위의 경계 


값을 구한 뒤 그래프를 살펴보고 부등식으로 바꾼다. 


(1) sinx = ■를 풀면 x = 움，또는 x = \ 

2 


7T 이 다. 


사인 함수의 그래프에서 yTT < X < I 7 T 일 때 그래프가 

o o 

직선 X = 기 위쪽에 놓이므로 답은 +7 T <X < | tT 이다. 


(2) tanx = 스^[을 풀면 x = 

3 D 


7 

x = 이다. 


탄젠트 함수의 그래프를 이용하면 구하는 답은 


0 < x < 


7T 




6 


7T 7 

Y <X< 6 ᅲ 


~2 


7T < < 27T 이다. 


1그 


삼각형의 세 변의 길이와 세 각，외접원의 반지름 사이에 다。 
과 갈은 법칙이 성립한다. 

사인 법칙 

AABC 의 외접원의 반지름의 길이를 요라고 하면 

a b c 


sin^4 sin 끄 sin (7 


2R 


가 성립^다. 


증명 A ABC 의 외접원의 중심을 0, 외접원의 반지름의 길이 
를 요라고 하면 AABC 는 ZA 의 크기에 따라 다음과 같이 세 
가지 경우로 나누어진다. 


) 고 < 90 ( 


(ii) A = W 



(iii) A > 90( 
A 



( i) sin A 

(ii) sin A 

(iii) sin A 


sin A 
a 


BC 


a 


BA ， 2 요 


2R 

sin (tt — A') = sin A 


BC 


a 


BA ， 2 요 


( i), (ii), (iii) 에서 ZA 의 크기에 관계없이 


sin A 


a 


2R 


즈 


a 


sin A 


2R 


가 성립한다. 갈은 방법으로 


= 2R, 


c 


■=2R 


sin B ’ sin C 

도 성립함을 알 수 있다. 따라서 다음 법칙을 얻는다. 

a b c 


sin A sin B sin C 


= 2R 


■ 


사인법칙에 의해 AABC 의 세 변의 길이와 세 각의 크 
기 사이에는 a : b : c = sin 고 : sin 끄 : sin (7 가 성립한다. 


예제 


36. AABC 에서 다음을 구하여라. 


⑴ 끄 =105 ° ， C=30° , c=15 일 때 a 의 값 
⑵ a = v 성"， b = 1 ， 끄 =30 ᄋ 일 때，예각 고와 c 의 값 

풀이 (1) 고 = 45 13 이므로 

a _ 15 

sin45 ° sin30 ° 

이다 . 따라서 a = 15V 。 " 이다 . 

^3 1 


⑵ sin^4 sin30 
(7=90° 이고 1 


이므로 고 = 60 ° 이다. 


c 


sin30 


sin (7 


이므로 c = 2 이다. 


□ 
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예제 


37. AABC 에서 다음 관계가 성립할 때，이 삼각형은 어 
떤 삼각형인지 말하여라. 

(1) asiru 4 = 6 sin 끄 (2) asiny 4 + 6 sin ^= csin (7 

풀이 어떤 삼각형인지 물을 때에는 각의 크기를 비교해보거나 
변의 길이를 비교해본다. 이런 문제에서 나올 수 있는 답은 거 
의 이등변삼각형，직각삼각형，정삼각형 등으로 한정되어 있다. 


이 세 식을 연립하여 물면 제 2 코사인법칙 

a 2 =b 2 +c 2 — 2 be cos A , 
b 2 = c 2 + a 2 — 2ca cosB, 
c 2 = a 2 +b 2 — 2ab cos C 




(1) 외접원의 반지름을 요라고 하면 


sin ^4 sin 끄 ™ ' 

이고，이것을 주어진 식과 연립하여 풀면 a = b 를 얻는다. 따라 
서 A ABC 는 a = 6인 이등변삼각형이다. 


(2) 사인법칙에 의해 


sin _/4 — 


a 


sin 끄 


2R 


sin (7= 


c 

2R 


이므로 주어진 식의 sin 고， sin 끄， sin (7 에 위 식을 대입하여 
정리하면 a 2 + 6 2 = c 2 을 얻는다. 따라서 A ABC 는 직각삼각형 
이다. □ 


예제 


38. AABC 에서 asin (고 +끄) = csiru 4 임을 증명하여라. 


풀이 고 + 끄= 180 ° — ᄍ임을 이용하자. 

외접원의 반지름을 요라고 하면 사인법칙에 의하여 

a = 2 iZsin ^4, sinC= 

Zxt 

이므로 

a sin {A-\- B) = a sin (180 ᄋ — C) =asinC 

. c 

= 2 RsmA • ——= csin ^4. 

ZXL 


코사인 법칙 AABC 에서 다음이 성립한다. 

(1) 제 1 코사인 법칙 

① a = ccosB-\-bcosC 

② b = a cos (7+c cos ^4 

③ c = 6cos^4 + acos^ 

⑵ 제 2 코사인 법칙 

① a 2 =b 2 +(? — 2bc cos^4 

② b 2 = c 2 + a 2 — 2ca cosB 

③ c 2 = a 2 -\~b 2 — 2ab cos C 


증명 오른쪽 그림의 AABC 에서 코사인 
의 정의에 의하여 

a = c cos B-\- b cos C, 
b = a cos (7 + c cos A , 
c = b cos A + a cos B 


A 



가 성립한다. 이 세 식의 양변에 순서대로 a, b, c 를 곱하면 

c\ 

a = ac cos B+ab cos C, 
b 2 = ab cos (7 + be cos A ， 

C\ 

c = be cos A + ac cos B 


참고 제 2 코사인 법칙은 삼각형의 두 변의 길이와 끼인각의 
크기를 알고 있을 때 나머지 한 변의 길이를 구하는 데에 사용 
된다. 또한 


cos ^4 = 


b 2j rc 2 ~a 2 

2bc 


와 같이 세 변의 길이를 이용하여 각의 크기를 구할 때에도 사 
용된다. 


예제 


_ 39. AABC 에서 다음을 구하여라. 

⑴ C= 120 ° , a = 10, 6 = 4 일 때， c 의 값 
⑵ a ： b ： c= 13 : 8 :7일 때 고의 값 

⑶ a = 、「용 +1 ， b = 2, c= y/6 일 때 끄의 값 


풀이 하나의 각과 세 변의 길이가 나오면 제 2 코사인 법칙을 
생각한다. 


(1) 코사인 법칙에 의하여 

c 2 = 10 2 + 4 2 - 2 X 10 X 4 cosl 20 ° =156 
이다. 그런데 c 〉0 이므로 c = 2 v ^~ 이다. 


(2) a = 13k, b = 8k, c = 7 公로 두면 ( 단， k 유 0、) 

A 64k 2 + 49k 2 - 169k 2 

cos^ = -- - ————- 

2x8kx7k 

그런데 0 < 고 < 180 ᄋ 이므로 고 = 120 ᄋ . 




(3) cosB = 


(\/3 + l ) 2 + (\/6) 2 -2 2 

2(〜/ I + l ) \/6 


犯 


그런데 0° < 끄< 180° 이므로 끄 = 45 


예제 


40. AABC 에서 다음 관계가 성립할 때，이 삼각형은 어 
떤 삼각형인지 말하여라. 

(1) a cos A = bcosB (2) sin ^4 = 2 cos^sin C 


풀이 코사 _ 인 법직을 이용하여 주어진 식의 삼각함수를 없애고 
a, b, 세 대한 식으로 변형한다. 


(1) 코사인법칙에 의하여 


cos 요4 


b 2 + 


c 


a 


2bc 


cosB 


c 2 +a 2 -b 2 

2ca 


이므로 acos 고 = 6 cos 끄에 대입하면 


낫+ - 2 


c 


a 


a 


2bc 


■= b 


c 2j ra 2 -b 2 

2ca 


이다. 이것을 정리하면 


(a + 6 )(a —6)( c 2 — a 2 — 6 2 ) = 0 

이므로 a = b 또는 c 2 = a 2 + 낫이다. 즉 AABC 는 a = 6인 이 
등변삼각형 이 거나 (7=90° 인 직 각삼각형 이 다. 



• • • 
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(2) AABCD □□□□ □□□□ □□□ RUU □□ 


sin^4 


a 


2R ， 


sin(7 : 


c 


2R ' 


cosB 


c 2 +a 2 -b 2 

2ca 


□ 미 ] sin^ = 2cos^sin61] □□ 미 ] 

a _ c 2 + a 2 - & 2 c 
2R 2ca 2R 

□ □□□ □□□□ b 2 =c 2 a □ □ □. bu cn □□□□□ 

AABCD 6 = 出 □□□□□□□! 그 . [ 


□ □□□ □□ AABCD □□□ 히 ]□ 미 ] 


S= —absinC 2 

스 i 


|&csi 


csin^4 


2 


casing. 


44. 0 □ □ □□□ 13cm, 14cm, 15cm□ □□ 미 ] □ 

□ □ □□□□. 


□ □ AABCQ □ a = 15, 6 = 14, 13[] □ □ 

□ □□ □□□ 


cos ^4 = 


13 2 + 14 2 - 15 2 _ 5 
2X13X14 T3 


□ □ . sin^ > 00 □ □ 


sin^4 =、/l — cos 2 ^4 = 

□ □■□□□□ □□□ □□ 


l- 


13 


12 

13 


S— ^-bcsinA = | • 13 • 13 • 시 

스 L4 丄 O 


84 (cm' 


□ □ □□□ □□□ □□□□□ □□□ □ 

□ □ a 미 ] □ □ □ h = bsin CUUQ □ □ 

□ □□ □□□ 

는 ah = -^-absin C 

쇼 쇼 

□ □□ ᄆ ᄆ □□.□□□ q ] □□□□□ □□□ □□□ □ 
□□□ □□□□■ ■ 



□ □ □ □□ □□□ □□□ □□□ aabcd □□□ 

S= ^ s (s — a) {s — b) {s — c) 

I n b c ^ 

□ □■( 단，「一 2 一 ] □□□□□□□□□□□□□□□■ 


o 삼각함수의 덧셈정리 


□ □ □ □□□ □□□□ □ □□ □□□ □□□□ □□□ □ 
□ □□ □ □□□□ □□□□■ 


□ □□□□ □□□ □□□□ □□ □□ □□□ □□□ □□□□ 
□ 


( 1 ) 


41. □□ AABCD □□□ □□□□■ 

= 4, c = 6, A = 135 ° (2) a = 、「궁 ， c = 8, B= 120 


미 ！! (1) ♦公 csiru4 = 4 x 6sinl35 。 = 6y/2 . 

쇼 쇼 

(2) ^-casinB = -^-x 8 X v 성 " sinl20° =6. 



42. 


□ □ □□□ 미] aabcdd add □□□ □□□□■ 

A 



미 ] AD 예 ] □ 미 ] AABD + AACD = AABC □ 미 ] 

• 6x sin60 ° + -^- • 4x sin60 ° = -^- • 6 - 4sinl20 ᄋ 

左 4 쇼 쇼 

□ 3x + 2x = 12[] □ 0 x = ^-. E 


43. AABCD □□□■□□□□□□□□□□□ 

nhr 

□ □ ■ □ □ □□□□ □□□□□■ 


□ □ □□□□□□□□ sin(7 ： 


c 


2R 


□ □□ 


„ 1 7 . „ 1 7 c abc 

^=^smC=-ab^= — 


□ □□□□ □□□□ 

(1) sin ( o ： + /5) = sin a cos [3 + cos a sin (3 
sin(a — P ) = sin a cos /3 —cosa sin /5 

(2) cos(a + /3) = cos a cos/3—sin o ； sin /3 
cos (a — P ) = cos a cos /3 + sin a sin /3 


(3) tan ( a + / 公) = 


tan a + tan f 3 
1 — tan a tan /3 


tan (a — P ) = 


tan a — tan f 3 
1 + tano ； tan /3 


□ □ □□□ □□□□ 

l 


P (cos a , sin a ) , Q(cos /5, sin 戶) 


'^) Q . 

□ □ zP 0 Q = q ： — /키: □ . 

-ll 0 

1 JO 

□ □□ POQDD □□□□□□ □□□ 

\、、 

-1 



PQ 2 = OP 2 + OQ 2 -2 • OP • OQ • ⑴ s ( a - p ) 


□ 0 P =0 Q =1 DDD □ □□ 

(cos a 一 cos P ) 2 + (sin a 一 sin f 3) 2 

= l 2 + l 2 -2 • 1 • 1 • cos (公:- ； 公) 

□ D □□ □□□□ □□□ □□□. 

cos (a — P ) = cos 必 cos f 3 + sin a sin f 3 

□ □□" □□-/犯 □□□ 

cos ( a -\~ P ) = cos a cos /5 — sin a sin /3 

□ □ □ □ « 0 □ crTr/2 。 □ 미 ] 

sin ( a -\-/3) = sin a cos /3 + cos a sin /3 

□ □□□ sin(a + /5 )D cos(a + /5 )n □□□□ 

□ □□ □ ■ 


□ □□□ □□ □□□□ 


• • • 
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□ □□ □□ 































































참고 덧셈정리에서 a + " 에 대한 공식만 기억하면 된다. 
에 대한 공식은 (3 를 로 바꾸어 생각하면 된다. 


예제 


_ 45. 다음 삼각함수의 값을 구하여라. 

(1) sin 75 ° (2) cos 105 ° (3) tanl 5 ° 

풀이 (1) sin 75° = sin (45° +30 o ) 

= sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30° 

V2 V3 , a/2 1 \/6 +、「i 

그그 - • -— - • _ . - 

2 2 2 2 4 

(2) cos 105° = cos (60° + 45°) 

= cos 60° cos 45° — sin 60° sin 45° 

_ 1 a /2 ^3 V2 _ ^2 - ^6 

- • -— - • - — : - 

2 


2 2 2 
(3) tan 15° = tan (45°-30°) = 

、[국 * V 궁一 1 


1 + 1 


73 


v 상+1 


4 

tan 45° —tan 30° 
1 + tan 45° tan 30( 


= 2 — V 궁 


예제 


46. 0 < a < 두 </5<7 r 이고 sin a = — , 

L4 L4 O 


sin /5=^ •일 때， sin ( o ：+/3) 의 값을 구하여라. 

풀이 sin (a + 戶) = sin a cos 分 + cos a sin 分에서 

r, -— 2 2 \pi 

V 1 一 sm 


7T 


0 < o ： < — 이므로 cos a = 

쇼 


a 


3 


7 T 


— < P < 7 T 이므로 cos f 3 =— a/i — sin 2 [3 = - 

쇼 L 4 

... sin ( a -\~ P ) = sin a cos f 3 + cos a sin [3 

V 可 ᄉ , 2^/2 1 _ 2 y /2 - V 3 

• - . - 

2 


3 


2 


3 


예제 


_ 47. 좌표평면 위의 두 직선 ?/ = 

이루는 예각의 크기를 구하여라. 

풀이 두 직선 y =—2 x J rh ^\ 2 / = 3 x + 2 
가 x 축의 양의 방향과 이루는 각의 크기 
를 각각 a , 라고 하면 

tan a =— 2 , tan 0 = 3 
이다. 두 직선이 이루는 예각의 크기를 0 
라고 하면 <9 = a — 이므로 

tan a — tan [3 


6 


2 x + 5 ᅪ y = ?>x + 27\ 


公 =3 •王' +2 



tan^tan(c-/5)= 1 + tanatan/5 
따라서 구하는 예각의 크기는 45ᄋ이다. 


-2-3 


1 + (-2) • 3 


주기가 갈은 사인 함수와 코사인 함수의 합은 하나의 삼각함수 
로 나타낼 수 있다. 특히 주기의 비가 유리수인 삼각함수들의 
합은 하나의 삼각함수로 나타낼 수 있다. 

이와 같이 여러 개의 삼각함수의 합을 하나의 삼각함수로 나타 
내는 것을 삼각함수의 합성이라고 부른다. 

여기서는 주기가 갈은 사인과 코사인 함수의 합성을 살펴보자. 


삼각함수의 합성 

asin 分 + 6 cos 分 = 、/ a 2 + 6 2 sin (分 + 公:) 


증명 a 국 0, 스 국0일 때 


b 


a 


smo ： 


, -， cos a , - 

、/ a 2 + 낫 \/ a 2 + b 2 

[0, 2 tt ) 의 범위 에 단 하나가 존재한다. 이 각 


가 되는 각 a 는 
a 에 대하여 

asin 分 + 公 cos 分 = 、/ a 2 + 6 2 

= 、/ a 2 + 6 2 (cos a sin 0 + sin a cosO ) 
= y / a 2 -\- b 2 sin (6-\- a ). 


/ asin 0 ^ 

b cos 0 \ 

\ 사 a 2 누 b 2 

Va 2 +& 2 1 


■ 


삼각함수의 합성 공식은 두 삼각함수의 합을 하나의 삼 

각함수로 나타내는 공식이다. 위 공식에서 각 a 를 구하^ 비 
으 


b 


sma 


a 2 -\~ b 2 

을 만족시키는 a 를 찾으면 된다. 


예제 


, COS 公 : 


a 


\j (i + b 2 


48. sin 6+ 、[르 cos 分를 r sin (分 + q ：) 의 
풀이 Vl 2 + ( V 《) 2 = 2 이므로 

0 + a /3" cos 0 = 2\^- sin 6 + 신록- 


나^내어라. 


sm 


2 


2( cos 두 sin 6 + sin cos 

O O 


2 


cos 


2 sin 分 + 


7T 

3"/ 


예제 


49. /( x ) = v 성" sin 冗一 cos 冗의 최댓값과 최솟값，주기 
를 구하여라. 

풀이 V ( v 꿍) 2 + (-1) 2 = 2이므로 
f ( x ) = V 성" sin x — cos x = 2( •스^ sin 또 — "농 cos x 


1 7 T . 

. 7 T ^ 


I 

7 T 、 

cos — sm x - 

- sm — cos x 
6 i 

= 2 sm 

x - 

6 y 


이때 —2<2 sin 


x 


7T 

6 I 


< 2 이므로 함수 /(이의 최댓값은 2, 


최솟값은 一2 이다. 또 2/ = /0 r ) 의 그래프는 " = 2 sina : 의 그래 


53 :、 


冗축의 방향으로 士만큼 평행이동한 것이므로 함수 fix 

0 * 


의 주기는 27 T 이다. 


예제 


_ 50. 오른쪽 그림과 같이 길이가 

2인 선분 AB 를 지름으로 하는 반원 
이 있다. 호 AB 위의 임의의 점을 P 


라고 할 때， 4 AP + 3 BP 의 최댓값을 
구하여라. 

풀이 삼각형 ABP 는 ZP =90° 인 
직각삼각형이므로 

ZABP =6> (0° < < 90°) 

라고 하면 다음 등식이 성립한다. 




B 


AP = 2 sin 0, BP = 2 cos 
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따라서 

4 AP + 3 BP = 8 sin 산+ 6 cos 0 

= "8 2 + 6 2 ( 은 sin 0 + ^r cos 6 
\ 5 5 / 

3 4 

= 10 sin (分 + 公:) (단 ， sin a = —, cos a = —) 

5 5 

이므로 구하는 최댓값은 10이다. 


배각 공식과 반각 공식 

(1) 배각공식 

® sin 2a = 2 sin a cos a 


(2) cos 2a = cos 2 a — sin 2 a — 2 cos 2 a — 1 = 1 — 2 sm 2 a 


③ tan 2a = 


2 tan a 
1 — tan 2 a 


(2) 반각공식 

① sin 2 y = 

② COS 2 y = 

③ tan 2 ^= 


1 一 COSO ： 
一 2 一 

1 + COSCK 
一 2 一 

1 一 COSQ ： 
1 + COS 公 : 


증명 배각공식은 삼각함수의 덧셈정리에서 « = 로 두면 된다. 
반각공식은 배각공식의 ②를 변경하면 된다. 탄젠트 공식은 사 
인 공식과 코사구] 공식을 이용하면 나온다. ■ 


(2) cos 2 22.5( 


1 + cos 45° 


1 + 


VI 

2 


2 + V2 


2 


2 


4 


그런데 cos 22.5° 〉0 이므로 


cos 22.5( 


2 + V2 十 1 스 r V2 


4 


2 


(3) tan 2 15° 


1 — cos 30( 


2 -、厂궁 


1 + COS 30° 
그런데 tan 15 ᄋ > 0이므로 


2 +、[로 


= 7-4^3 


tan 15°= 77-4^3 =2- ^3 


|Q 지수함수 


실수 a 와 자연수 n 에 대하여 x n = ( 2 를 만족시키는 수 x 를 a 의 
ri 제곱근이 라고 부른다. 


제곱근의 정의 

a 의 n 제곱근 중에서 실수인 것을 x 라고 하면 

① 기이 짝수이고 a > 0일 때 x =± VO ᅵ다. 

② n 이 짝수이고 (1< 0일 때 冗는 존재하지 않는다. 

③ n 이 홀수일 때에는 a 의 부호에 관계없이 x 는 단 하나 
존재한다. 그 값을 V 됴로 나타낸다. 


예제 


51 . 0 < q ： < - 이고 sin a = | 일 때，다음 삼각함수의 

스 i O 


값을 구하여라. 

(1) sin 2a (2) cos 2a (3) tan 2a 


7T 


풀이 0 < o ： < ^ 에서 cos a > 0, tan a > 0 이므로 

左 “ 


cos a 


tan a 


、「、 


sm a 




2\ 2 v 可 


3 


sin a 2 


COS Oi 

이다. 이 값을 이용하여 구하자. 

(1) sin 2 a = 2 sin a cos a = 2 


(2) cos 2 公: = cos 2 公: 一 sirr 


a 


2 v 궁 4 75 

• - • -그 - 

3 3 9 

서 2 (2\ 2 _ 1 

~3~ _ U _ 9" 


(3) tan 2a 


2 tan a 
L — tan 2 a 


2 


2 




2 


■= 4 、[弓 


75 


예제 


52. 다음 삼각함수의 값을 구하여라. 


(1) sin 15° 


풀이 (1) sin 2 15° 


(2) cos 22.5( 


1 — cos 30( 


1- 


(3) tan 15° 

73 


2 


2 - y /3 


2 


2 


4 


그런데 sin 15ᄋ〉0이므로 


sin 15° 


2 - 〜/등" \/6" — 、厂 i 


4 


4 


EHB 53. (1) 一8의 세제곱근은 一2이다. 

(2) 81의 네제곱근은 3, 一3이다. 

⑶ 256의 네제곱근은 4, -4 이다. 이때 ^/元ᄒ=4이다. 

(4) 一16의 네제곱근 중 실수인 것은 없다. 

(5) 一27의 세제곱근은 一3이다. 이때 "-27=- 3이다. 


예제 


54. 다음 


식을 간단히 


하여라. 



⑵ 


V 54 

W 


⑶ ( V ?) 2 (4) t / V 729 Vs 

(5) ^243 + 2^48 - V 3 (6) \/ l 6 V 24 - V 736 


풀이 = ᄊ1ᄒ= 2 

V 54 


⑵ 


V 2 


Wf 


(3) ( V ?) 2 = 씨 a /16 = 2 

(4) VV 729 \/3 = 1 \/?^3 = v 성、상=3 

(5) ^243 + 2^48 - ^3 = ᆻ3 4 • 3+2 ᆻ2 4 • 3 - VI 
= 3^3+4^3- V 3 =6 V 3 


(6) ^16 ^24 - V ^36 = V 2 3 • 2《2 3 • 3 - 깨" 
= 2^2 - 2^3 - ^6 =4^6- \/6 =3 ^6 


중학교에서는 지수가 자연수인 경우만 다투었다. 이제 지수가 
실수인 경우까지 확장해보자. 
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자연수 지수 n 이 자연수일 때， a 를 기번 곱한 것을，으로 나 
타낸다. 


a > 0이고 a 국 1 일 때 함수 y =，를 지수함수라고 부른다. 
지수함수의 그래프의 모양은 a 의 값에 따라 달라전다. 


정수 지수 <2 국 0이고 기이 자연수일 때 

a 0 = 1, a~ n = 

a n 

으로 정의한다. 

유리수 지수 a 〉 0이고 m , n 이 정수이며 n > 2일 때 

1 m 

o 石 = ' 厂여， 

으로 정의한다. 

실수 지수 a 〉0 이고 r 가 무리수라고 하자. r 를 소수점 아래 
사번째 자리까지 나타낸 유한소수를 라고 하자. 그러면 

厂 ! ， ’2 ， ’3 ， ， ’ k， 1 k+l^ 

는 차의 값이 커짐에 따라 r 에 가까워진다. (즉，수열 는 r 
에 수렴한다.) 이때 

r l r 2 r 3 r k r /c+l 

CL , CL , CL , • •• , CL , CL ,••• 

는 A : 의 값이 커짐에 따라 어떠한 값에 점점 가까워지는데 가까 
워지는 그 값을 (，로 정의한다. (즉，수열 { a k }7} 수렴하는 값 
을，의 값으로 정의한다.) 


실수 지수법칙 


a 〉0， 

b > 0이고 x , 

y 가 실수일 때 다음이 성립한다. 

① a x a y =a x+y 

(2) a x -ra y =a x ~ y 

③ (a "； 

) y = a xy 

④ (ab) x =a x a x 

厂 、 ( b\ 

x yjc 


⑤ - 


\ CL ； 

a x 



실수 지수법칙은 밑이 앙수일 때에만 사용한다. 예를 들어 


{(- 2) 2 } 2 =(- 2) 3 =-8 


은 잘못된 계산이다. 


예제 


55. a 〉0, b> 0 일 때 다음 식을 간단히 하여라. 


( 1 ) V^x V^b^'V^b 10 


1 1 


1 1 


(2) 、 a 3 +^ 3 / U 3 

(3) 厂 » \/2~ +1 於、 \/2~_ 1 


a 


b 3 +b 


a 


— CL 




풀이 ⑴ (준식) = (a 2 b 3 ) 6 X ( a 2 6) 3 

1 1 1 A 

= a 3 b 2 Xa 3 6 3 +a 2 心 6 


1+ 느 1 1,1_A 1 
= a 3 3-2^2 3—6 =a 2"〕 = 


6 U 0、12 


a°b 


2 


(2) (준식 )= W 3 +6 3 

3 / i \3 


,a 


a 


3 b 3 


a 


3 


3 


a + 公 . 


⑶ (준식》 
⑷ (준식): 


n \/ 2"+1 — ( \/ 2" — 1 ) — 사 2 

(JL — LL . 


a 


2v 성 " • \/3 7 • v 상 


a 


아 3 , 




지수함수 = "의 성질 (단， a 〉0, a 국 1) 

(1) 정의역은 실수 전체 집합이고 치역은 양의 실수 전체 집 
합이다. 

(2) 점 (0, 1) 과 (1, a ) 를 지나고， x 축이 점근선이다. 

(3) a 〉 1일 때 증가하는 그래프이고 

0 < a < 1 일 때 감소하는 그래프이다. 

(4) 2/ = 一와 2/ = 1丄 의 그래프는 y 축에 대하여 대칭이다. 

~ \ a / 


예제 


56. 지수함수 ?/ ᄄ 요^와 y 


\ X 


2 


의 그래프를 그려라. 


풀이 오른쪽 그림과 같이 두 함 
수의 그래프는 y 축에 대하여 대칭 
이다. 



예제 


57. 


함수 j — 2의 그래프를 그려라. 


풀이 주어진 식을 변형하면 
있 = 2" ᅩ 1 一2이므로，이 함수 

는 지수함수 = 의 그래프 
를 冗축의 방향으로 1만큼 ， y 
축의 방향으로 一2 만큼 평행 
이동한 모양이다. 



지수함수의 최대 . 최소 

함수 = a / (이에서 

① a〉l 일 때 / Or ) 가 최대이면 y = a /비 도 최대이고， f { x ) 
가 최소이면 y = a f{;c) 도 최소이다. 

② 0< a<l 일 때 / Or ) 가 최소이 면 y = o/ 비는 최대이고， 
/ Or ) 가 최대이면 y = a/、 x 、는 최소이다. 

단，，을 포함한 항이 2개 이상인 경우，=사ᄂ>0)로 치 
환하여 최대，최소를 구한다. 
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예제 


58. 다음 두 수의 크기를 비교하여라. 


( 1 ) \/2 , V 8 


⑵ 


\4 


3 / ’ \ 27 / 


풀이 (1) v @=2 2 이고 Vf =(2 3 ) 7 = 2 7 이므로 


V 2 = 2 2 >2 7 = 、民. 

2 1 1 / 1 \4 


⑵ 


27 


3 3 


< 


3 6 3 4 


예제 


59. 정의역이 {冗 | — 1 < 冗 < 2} 인 함수 y = 2 


X + l ol 


최 


댓값과 최솟값을 구하여라. 


풀이 아래 그림과 같이 함수 2/ = 2” + 1 의 그래프는 x 의 값이 
증가하면 "의 값도 증가한다. 



따라서 2/ = ^ + 1 은 冗=一1일 때 최솟값 2 _1 + 1 =1 ，: r = 2 일 
때 최댓값 2 2 + 1 =8을 갖는다. r 


지수^■정식 

(1) a fix) =a 9(x) 꼴의 방정식은 f(x)=gM 를 푼다. 

⑵ a f(x) =1 / (x) 꼴의 방정식은 a = b 또는 / U ) =0을 푼다. 

(3) a f{x) =b 9{x) 꼴의 방정식은 양변에 로그를 취하여 푼다. 

(4) ，의 거듭제곱을 포함한 방정식은 a x =t^ 치환하여 푼다. 


예제 


60. 다음 지수방정식을 풀어라. 


(1) 2 X =0.25 


⑵ 


X 


9 1 


3^3 


\2 


풀이 (1) 0.25 


4 2 


2一 2 이므로 x =-2. 


지수부등식 

(1) a f{x) > a 9ix) 꼴의 부등식은 a 〉 l 이면 / U )〉 pOr ) 를 
풀고，0 < a < 1이면 / Or ) < 요 Or ) 를 푼다. 

⑵ a f{x) > b g{x) 꼴의 부등식은 양변에 로그를 취하여 푼다. 
⑶，의 거듭제곱을 포함한 부등식은 a x = t 로 치환하여 푼다. 


예제 


62. 다음 지수부등식을 풀어라. 


(1) 3 X > V27 


(2) 0.25 x < 


32 


3 


풀이 (1) ^ = 3급이 므로 3冗〉3' 

밑이 1보다 크므로 x > |이다. 


X 


(2) 0.25” 


4 


2 


2x 


’32 2 5 \2/ 


이므로 


2x 


2 


^2 / 


밑이 1보다 작으므로 2 x > 5. 따라서 답은 x > j 이다. 

쇼 


예제 


63. 


ᄇ 


ᄋ 


: 식 


9 X -\~3 X+1 -1S > 0을 풀어라. 


풀이 3 x = X 로놓으면 

9 X =(3 x ) 2 =X 2 , 3 X + 1 =3 • 3 X = 3 X 
이므로 주어진 부등식은 

X 2 +3 X -18 > 0, ( X +6)( X -3) > 0 
이고 이것을 풀면 

X<-6 또는 X > 3 

이다. 그런데 그:〉0이므로 X> 3이다. 다시 Z 를 3”로 바꾸면 
3” > 3이고 밑이 1보다 크므로 구하는 답은 x > 1이다. ᄃ 


Q 로그함수 


a>0, a 여 1， 6〉0 일 때 a x =b 를 만족시키는 실수 : r 는 오직 
하나 존재하는데，이 : r 를 log a 公로 나타내고， a 를 밑으로 하는 b 

의 로그라고 부른다. 이때 a 를 밑， b 를 진수라고 부른다. 즉 

a x =b < - > x = log a b 


⑵ 



1 1 

3 73 = 3 . 3 2 =3 2 이므로 


一2冗 = |•이다. 따라서 답은 


x 


3 

4 


예제 


61. 방정식，一3 • 2 X — 4 = 0을 풀어라. 


풀이 2 X =XS. 놓으면 4： x =(2 2 ) x = 2 2x =(9 x ) 2 = 

주어진 방정식은 고: 2 — 3 고:一 4 = 0 이고，이것을 인수분해하면 
(X-4)(X+1) =0, X=4 또는 — 1 
그런데 그:〉 0 이므로 그: =4 이다. 

따라서 2 ᄄ =4 = 2 2 이므로 답은 冗 = 2 이다. [ 


이다. [별다른 언급이 없으면 밑은 1이 아닌 양수이고 진수는 
양수인 것으로 약속한다.] 


64. 다음 등식을 로그를 사용하여 나타내어라. 


예제 


⑴ 5 2 =25 

j_ 

⑶ 16 2 =4 
풀이 (1) 2 = log 5 25 


(2) 10 一 2 =0.01 

⑷ 3° = 1 

(2) -2 = log 10 0.01 

(4) O = log 1 l 
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예제 


65. 다음 


(1) log 3 81 =4 
(3) log 5 l = 0 


등식을 cf =b 꼴로 나타내어라. 

(2) log 丄 16 =—4 
2 

(4) log ᅳ동 4 = 4 


#0| (1) 3 4 =81 (2) U - =16 

(3) 5° = 1 (4) ( V 2) 4 =4 


로그의 성질 

a, b, M, ，이 양수이고 a 국 1， 6 국 1 일 때 다음이 성립한다. 


(1) log a l = 0, log a a = 1 

(2) 1 og a MN = 1 og a M + 1 og c 

(3) \ og a M k = klog a M 

log h N 

(4) log a iV = -， log a b 

a log,a 


T , log a 못 = log 


a. 




log , a 


증명 (1) a 〉0, a 국 1 일 때， a ° = l , a 1 = a 이므로 로그의 정 
의에 의하여 다음과 갈은 성질을 얻는다. 

log a 1 = 0, log a a = 1 

(2) ， (3) M> 0, iV〉0 일 때， log a M=m, 10 心 八^= 71으로 놓 

으면 로그의 정의에 의하여 a m =M, ，이므로 

MN= a m a n = a m+n , 


M k ={a m ) k =a mk (k 는 실수) 

이다. 따라서 로그의 정의에 의하여 다음을 얻는다. 


log a MN= m+n = log a M+\og a N, 
M 

l °S a ^= m-n = \og a M-\og a N, 


log a M k = mk = k log a M . 


(4) a 〉0, a 국 1，6〉0, b 유 1， ，〉0일 때 


\og a N= m , log 6 a = ri 으로 두면 N= a m , a = 이므*로 

N= a m = (b n ) m = b mn 

이다. 로그의 정의에 의하여 = 이므로 


\og a N log b a = \og b N 

이다. 따라서 양변을 10心0로 나타내면 다음이 성립한다. 


log a A "= 


log 6 iV 

log b a 


예제 


66 . 다음 


등식을 만족시키는 x 의 


값을 구하여라. 


(1) \ og ^9 = x (2) log x 25 = -| 

(3) log 81 x = 0.5 (4) log 5 ( log 32 x ) =— 1 

풀이 (1)( v 성"广 = 9 이므로 ： r = 4. 

⑵ x 3 =25 이므로 x = 125. 

(3) 81 a5 = 冗이ᄄ x = 9. 

主 

(4) 5 _1 = log 32 ^, 32 5 =冗이므로 冗 = 2. 


예제 


67. log ᄄ (8 + 2 x - x 2 ) 이 정의되기 위한 실수 : r 의 범위를 


구하여라. 


풀이 (밑)=冗〉0， x ^ 1, (진수)= 8 + 2冗 一 冗 2 〉0이어야 한 
다. 이것을 풀면 0 < 冗 < 1 또는 1 < 冗 < 4가 된다. □ 


예제 


68 . 다음 


식을 간단히 


하여라. 


(1) log 4 l — log s 3 (2) log 5 25 + log 10 10000 

⑶ log 2 18 + 21 og 2 |_ (4) log 3 2 v / 3 -21 og 3 v / 6 


풀이 ⑴ log 4 l - log 3 3 = 0 -l =-l 

(2) 1 og 5 25 +1 og 10 10000 = 1 og 5 5 2 + 1 og 10 10 4 = 2 + 4 = 6 

⑶ log 2 18 + 21 og 2 J - = log 2 18 + log 2 | J-j = log 2 | l 8 • ♦) 

— log 2 8 = log 2 2 3 = 31 og 2 2 = 3. 

(4) log 3 2 Vs - 21 og 3 、 T 돈 = log 3 2 V 3- log 3 ( \/6) 2 = log 3 -^^- 

= l0g3 스른비때 2 = _| lo g 3 3= _|. 


예제 


69. a = log 10 2, 네 og 10 3 이라 할 때，다음을 a, b 로 나 


^^어라. 

⑴ log 10 72 (2) log 10 5 

⑶ log 10 1.8 (4) log 10 A / l 50 


풀이 (1) log 10 72 = log 10 (2 3 • 3 2 ) = log 10 2 3 + log 10 3 2 
= 31 og 10 2 + 21 og 10 3 = 3 a + 26. 

⑵ log 10 5 = log 10 ^-= log 10 10 - log 10 2 = l-a 

⑶ log 10 1.8 = log 10 품 = log 10 프문 

= log 10 2 + log 10 3 2 - log 10 10 
— log 10 2 + 21 og 10 3 — l = a ~\~2 b~l 

_ — i 

⑷ log 10 \/ I ^ = log 10 150 2 = — log 10 150 

= 급 logio (2 . 3 . 5 2 ) = — ( log 10 2 + log 10 3 + log 10 5 2 ) 

11 cl b 

= — log 10 2 + — log 10 3 + log 10 5 = —+—+(l-a) 


예제 


70. 다 


ᄋ 


1 그 


식을 간단히 


하여라. 


log 3 5 • log 5 8 • log 2 9 
log 2 5 • log 5 7 • log 7 4 


풀이 분모와 분자를 각각 간단히 하면 


(분모)= log ‘ 


log 2 7 log 2 신 


log 9 5 log . 7 


= log 2 2 2 = 2, 


(분자): 


log 2 5 log 2 8 

- • - • 

log 2 3 log 2 5 

log 2 5 31 og 2 2 
- • - 

log 9 3 log ? 5 


따라서 구하는 값은 | = 3 


log 2 9 


log 2 5 log 2 2 3 


log 2 3 
21 og 2 3 = 6. 


log 2 5 


log 2 3 2 


□ 
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10 을 밑으로 하는 로그를 상용로그 라고 부른다. 상용로그를 나 
타낼 때에는 밑을 생략하여 log 1 Q ，= logiV _ 으로 나타낸다. 상용 

로그 log ， 의 값이 


예제 


74. log 47.7 
값을 구하여라. 

(1) logx = 3.6785 


1.6785 일 때，다음 등식을 만족시키는 冗의 


(2) logic = 2.6785 


logn + o: (기은 정수， 0 < o: < 1) 

일 때 n 을 logiV 의 지표라고 부르 고， a 를 log ， 의 가수라고 부 
른다. 


지표의 성질 

① log ， 에서 iV 의 정수부분이 n 자리이면 지표는 n -1 이다. 

② log ， 에서 iV 의 소수점 아래 n 째 자리에서 처음으로 0이 

아닌 숫자가 나타나면 지표는 一 n 이다. 이때 - n 을 n 으 
로 나타낸다. 

가수의 성질 

진수의 숫자 배열이 같고 소수점의 위치만 다른 수들의 상용 
로그의 가수는 모두 같다. 


예제 


71. 다음 


값을 구하여라. 


(1) loglOOOO (2) logy ^- 

(3) logVlOOO (4) logloTlO 

풀이 (1) logl 0 4 =4 


풀이 가수가 모두 0.6785 이므로 진수 冗는 47.7 과 숫자의 배열 
이 같음을 알 수 있다. 

⑴ log:r = 3.6785 에서 지표가 3이므로 : r 는 정수부분이 네 자 
리인 수이다. 따라서 x = 4770. 

⑵ log = 조.6785에서 지표가 一2 이므로 冗는 소수점 아래 둘 
째 자리에서 처음으로 0이 아닌 숫자가 나타나는 수이다. 
따라서 x = 0.0477. □ 


예제 


75. log 2 = 0.3010, log 3 = 0.47 기일 때，다음에 답하여라. 


(1) 6 5() 은 몇 자리의 정수인지 구하여라. 


(2) 3 一 4 ᄋ은 소수점 아래 몇째 자리에서 처음으로 0이 아닌 숫자 
가 나타나는지 구하여라. 


풀이 (1) log 6 50 = 501 og (2 x 3) = 50(0.3010 + 0.4771) 

= 38.905 이므로 log 6 50 ^ 지표는 38이다. 즉 6 5Q 은 39자리 
정수이다. 

(2) log 3_ 40 =—4이 og 3=-19.084= 元.916이므로 log 3 一 40 의 

지표는 一20 이다. 즉 3 _4Q 은 소수점 아래 20째 자리에서 
처음으로 0이 아닌 숫자가 나타난다. □ 


(2) logl 0_ 2 =-2 

(3) loglO 4 = — 

1 1 3 
⑷ log ( l 0 • 10 2 ) = loglO 2 = — 

쇼 


예제 


72. 다음 상용로그의 값에서 지표와 가수를 구하여라. 


(1) 3.5465 (2) 2.8432 (3) -1.6576 


풀이 (1) 3.5465 = 3 + 0.5465 이므로 지표는 3, 가수는 0.5465. 

(2) 2.8432 =-2 + 0.8432 이므로 지표는 -2, 가수는 0.8432. 

(3) -1.6576=— 2 + 0.3424 이三^ 지표는 -2, 7}^ 는 0.3424. 


예제 


_ 73. log 2.46 = 0.3909 임을 이용하여 다음 상용로그의 값 

을 구하고，지표와 가수를 구하여라. 


(1) log 246 (2) log 24.6 

(3) logO . 246 (4) log 0.0246 


풀이 (1) Iog 246 = log 2.46 + logl 0 2 =2.3909 
지표는 2, 가수는 0.3909. 

(2) log 24.6 = log 2.46 + loglO = 1.3909 
지표는 1，가수는 0.3909. 


(3) logO .246 = log 2.46 + loglO -1 = 1.3909 
지표는 -1， 가수는 0.3909. 


(4) log 0.0246 = log 2.46 + loglO -2 = 2.3909 
지표는 _2, 가수는 0.3909. 


예제 


76. log 2 = 0.3010, log 3 = 0.4771^ 때，다음 수의 최고 
자릿수를 구하여라. 


\30 


⑴ 2 40 X3 


,20 


(2) 나/ 


풀이 (1) 주어진 수의 로그값을 계산하면 

log( 2 40 X 3 20 ) = log2 40 + log3 20 = 401og2 + 201og3 

= 12.04 + 9.542 = 21.582 


이므로 log (2 4 Q x 3 2Q ) 의 가수는 0.582 이다. 이때 
log 3 = 0.4771 ， log 4 = 21 og 2 = 0.6020 

이므로 

log 3 < 0.582 < log 4 

국 21 + log 3 < 21 + 0.582 < 21 + log 4 

국 log (3 xl 0 21 ) < log (2 40 x 3 20 ) < log (4 xl 0 21 ) 
여 3 x 10 21 < 2 40 x 3 20 < 4 x 10 21 


따라서 2 4 Q X 3 2 ᄋ의 최고 자릿수는 3 이다. 
(2) 주어진 수의 로그값을 계산하면 


내) 3 ° 


5 10 

30 log — = 301og-— = 30(logl0 —log8) 

4 8 

30(1 -31og2) = 30(1 -3 x 0.3010) = 2.91 


/ 5 \ 30 

이므로 log(-l 의 기수는 0.91 이다. 이때 

log8 = 31og2 = 3X 0.3010 = 0.9030, 
log9 = 21og3 = 2X 0.4771 = 0.9542 

이다. 
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그러므로 

log 8 < 0.91 < log 9 

= 수 2 + log 8 < 2 + 0.91 < 2 + log 9 


= 수 log (8 X 10 1 2 ) < log ( — < log (9 X 10' 


30 


국 8X10 2 <( j 


30 


<9 X 10」 


30 


따라서 11 의 최고 자릿수는 8 이다. 


지수함수 =，의 역함수를 2/ = 1(塔#로 나타내고 a 를 밑으로 
하는 로그함수라고 부른 다. (단， a 〉0, a 국 1) 

즉 지수함수와 로그함수는 다음과 같은 관계를 가전다. 

® y = log a x 뉴국 x = a y 

② 로그함수 i / = log a x 는 지수함수 2/ = 一의 역함수이다. 

로그함수 ?/ = log a : r 의 그래프는 ?/ = a x 의 그래프와 직선 y = x 
에 대하여 대칭이다. 

a >\ ( 0 < a<l 




로그함수 ^ / = log a :r 의 성질 (단 ， a > 0, a 국 1) 

(1) 정의역은 양의 실수 전체 집합이고 치역은 실수 전체 집 
합이 다. 

(2) 점 (1， 0) 과 ( a , 1) 를 지나고，축이 점근선이다. 

(3) a 〉 1일 때 증가하는 그래프이고 

0 < a < 1 일 때 감소하는 그래프이다. 


예제 


77. 다음 함수의 그래프를 그려라. 


(1) y = \og 2 (x + l) (2) y=—\og 2 x J rl 


풀이 (1) 함수 2 /= log 2 Or + 1) 의 그래프는 함수 ?/:= log 2 ：r 의 

그래프를 x 축의 방향으로 一 1만큼 평행이동한 것이다. 

(2) 함수 2 /=— log 2 冗 +1의 그래프는 함수 ^/ = log 2 a ; 의 그래프 

를 x 축에 대하여 대칭이동한 다음 ^/축의 방향으로 1만큼 평행 
이동한 것이다. 



예제 


78. 다음 두 수의 크기를 비교하여라. 


(1) logo 10，2 log 9 3 


(2) — log ! 6， — log ! 

^ 3 d 3 


풀이 (1) 2 log 2 3 = log 2 3 2 = log 2 9 

함수 ?/ = log 2 : r 의 그래프는 : r 의 값이 증가하면 y 의 값도 증가 
하고，10 > 9이므로 log 2 10 > log 2 9. 

⑵ | Icq 6 = 10" v 성' ^ logj ^ 8 = log 1 2. 

^ ¥ ¥ ¥ ¥ 

함수 의 그래프는 x 의 값이 증가하면 2/의 값은 감소 

¥ 

하고， v 성"〉2이므로 lo 。 v ^< log ! 2. [ 

¥ ¥ 


로그함수의 최대 • 최소 

함수 y \ ogj { x ) 에서 

① a〉l 일 때 /Or) 가 최대이면 y = logJ(“jc) 도 최대이고， 
/ Or ) 가 최소이면 " zlogjOr ) 도 최소이다. 

② 0<a<l 일 때 /Or) 가 최소이면 ^/zlogjOr) 는 최대이 
고， / U ) 가 최대이면 2/ zloga / Or ) 는 최소이다. 

단，^/ = ( log #) 2 + log a F + m 의 형태이면 log # 이로 치환 
하여 이차함수의 최대 • 최소를 구한다. 


예제 


79. 주어진 범위에서 다음 함수의 최댓값과 최솟값을 구 


하여라. 


(1) y = log 2 (x + 2) (0 < x < 6) 

⑵ y = log 1 (2 x - l ) |^—< x < 1 


풀이 (1) 밑이 2〉1 이므로 x + 2 의 값이 최대일 때 함숫 값도 
최대이고， x + 2 의 값이 최소일 때 함숫 값도 최소이다. 0 < 冗 < 
6의 범위에서 x + 2 의 최댓값은 8, 최솟값은 2이므로 


2 /의 최댓값은 log 2 (6 + 2) = log 2 8 = 3, 
2/의 최솟값은 log 2 (0 + 2) log 2 2 = 1 . 


(2) 밑이 j < l 이므로 느一1의 값이 최대일 때 


최소 


이며， 2 x — 1의 값이 최소일 때 함숫값은 최대이다. 


2 /의 최댓값은 log 丄 [2 • —— l )= log 丄一=2, 

3 3 

2/의 최솟값은 ( log ! 2 - l - l ) = log 1 1 = 0. 

¥ ¥ 


예제 


80. 주어진 범위에서 다음 함수의 최댓값과 최솟값을 구 


하여라. 


(1) y = ( log 2 x ) 2 — 21 og 2 x + 5 (1 < x < 8) 

4 /l \ 

(2) y = \ogiX • log 丄一 \—< x <2 

7T 7T \ ^ / 


풀이 (1) log ，= t 로 두자. 

1 < x < 8에서 log 2 l < \og 2 x < log 2 8 이므•로 0 < t < 3이다. 

이때 주어진 함수는 2/ = 戶一았 + 5 = (용一1) 2 +4이다. 

따라서 0 브 f 스 3에서 1) 2 +4의 최댓값은 8，최솟값은 4 
이다. 
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(2) y = \ og x x • log !—= log 1 x ( log 1 4- log 1 x ) 

- - Jb - - - 

2 2 2 2 2 

^log^C—2 —log^)^ —(log^) 2 —21og 1 x. 

¥ ¥ ¥ ¥ 

log x x = 송로 두면 ^-< x < 2 에서 
¥ 

log! 2 < log]，< log! y 
2 2 2 4 

이므로 -1 < t < 2 이다. 

이때 주어진 함수는 "=- 戶一 2 t =-( t + l ) 2 + l 이다. 

따라서 一1 브 송 브 2에서 一나+1) 2 + 1 의 최댓값은 1，최솟값은 
一8이다. □ 


로그^■정식 

(1) log a f ( x ) = log a g ( x ) 꼴의 방정식은 / Or ) = 요(비를 푼 
다. (단， f ( x ) > 0, g ( x ) > 0) 

(2) log a f ( x ) = log b g ( x ) 꼴의 방정식은 밑을 통일하고 (1) 
과 같이 푼다. 

⑶ log a x , ( logj ) 2 이 포함된 식은 10。冗 =나로 치환한다. 

(4) {/(비사。以와 같이 지수에 로그가 있을 때에는 양변에 
로그를 취한다. 


예제 


81. 다음 


로그방정식을 풀어라. 


(1) log 2 (2 x — l )= log 2 x 2 (2) log 2 (6 — x ) = 21 og 4 x 

(3) log 3 (x — l ) = 2 (4) ( logx ) 2 — 31 ogx = 0 


풀이 (1) 진수의 조건에서 2 x~l > 0, x 2 > 0 이므로 x > -^r . 

쇼 

한편 log 2 (2 :r —1) = log 2 x 2 에서 2 :r — 1 = x 2 이므로 a : = 1. 
따라서 답은 x = 1. 

(2) 진수의 조건에서 6- x >0, : r 〉0 이므로 0< x <6. 

한편 log 2 (6 — ： T ) = 21 og 4 :r 에서 log 2 (6 — : T ) = log # 이므로 

x = 3. 따라서 답은 x = 3. 

⑶ log 3 0 r — 1) = 2에서 x — 1 = 3 2 = 9. 따라서 x = 10. 

(4) ( logx ) 2 — 31 og ^ = 0 에서 log 모 = t 라고 하면 

t 2 ~3 t = 0, —3) = 0이 i 三•로 t = 0 또는 t = 3. 

즉 \ogx = 0 또는 이므로 

답은 x = 1 또는 x = 1000. 


예제 


82. 로그방정식 ( log #) 2 — Slog ^ 후一5 = 0의 두 근을 a , 


戶라 할 때，애의 값을 구하여라. 


예제 


_ 83. 다음 방정식을 풀어라. 

(1) x hgx = lOOOx 2 

(2) 2 10 않 • x log2 - 3 (2 logx + x log2 ) -16 = 0 


풀이 (1) 양변에 상용로그를 취하면 logWO ^ zloglOOChr 2 . 
이것을 변형하면 ( log 키 2 — 21 og:r —3 = 0. 
log ” = f 로 두면 t 2 -2 t -3 = 0. 

이것을 풀면 t=-l 또는 t = 3. 

즉 logx =— 1 또는 logx = 3 이므로 x = 또는 x = 1000. 

⑵ x log 2 =2 logx l - 이용하여 주어진 식을 변형하면 
(2 logx ) 2 -6 • 2 te -16 = 0. 여기서 2 10 대 =송로 두면 
t 2 -6 t ~16 = 0. 이것을 풀면 t =-2 또는 t = 8. 

그런데 t 〉0 이므로 t = 8 . 즉 2 logx =8이므로 2 logx = 2 3 . 
logx = 3. 답은 x = 1000. 


로그부등식 

(1) log a / U ) < log a pU ) 은 a 〉 l 이면 0 < /(니 < 요知)를 
풀고 0 < a < 1 이면 f ( x ) > g ( x ) > 0을 푼다. 

(2) 밑이 다를 때에는 밑을 통일한다. 

⑶ \ og a x , ( log a : r ) 2 이 포함된 식은 logj 이로 치환한다. 

⑷ 밑이 문자일 때에는 (밑)〉1，0 <(밑)<1의 두 가지 경 
우로 나누어 생각한다. 


예제 


84. 다음 


부등 


식을 풀어라. 


(1) log 4 ( 또 — 1) 〉 log 2 ( 또 — 3) 

(2) log i x + log i {x ~ 2) < —1 

¥ ¥ 


풀이 (1) 진수의 조건에서 x - l >0, : r 一3〉0이므로 
X > 1 그리고 X > 3이다. 따라서 X > 3이다. … ① 

한편 주어진 부등식을 변형하면 

1 og 2 (또 一 1 ) 〉1 og 2 (:文 一 3 ) 2 

이다. (밑)=2〉1이므로 U - l ) 〉 Or -3) 2 이다. 

이것을 풀면 2 < 冗 < 5이다. … ② 

①，②의 공통범위를 구하면 3< x < 5이다. 

⑵ 진수의 조건에서 x >0, : r -2〉0 이므로 冗〉2이다. …① 
주어진 부등식을 변형하면 

log^Cx —2) < log ! 3 

3 3 

이다. (밑)= 4< 1 이므로 x ( x ~2) > 3이다. 

O 

이것을 풀면 X <-1 또는 X > 3이다. … ② 

①，②의 공통범위를 구하면 x > 3이다. □ 


풀이 log 2 :r = f 라고 두면 주어진 방정식은 戶一야一5 = 0이 된 
다. 이 이차방정식의 두 근은 log 2 a , log 2 p 7} 된다. 따라서 이 

차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 log 2 o ： + log 2 /5 = 3 이므 

로 log 2 a /3 = log 2 cH _ log 2 " = 3이다. 이것을 풀면 a /3 = 2 3 =8 
을 얻는다. □ 


예제 


85. 


ᄇ 


ᄋ 


: 식 


( log ，) 2 <6 — log ， 5 를 풀어라. 


풀이 진수의 조건에서 x >0. 

한편 log 2 x = f 로 두면 주어진 부등식은 

戶 + 5卜 6<0 

이 된다. 이 부등식을 풀면 一 6 < 1 이므로 

log 2 2 -6 < log 2 x < log 2 2 
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즉 ᅪ7<冗 < 2이다. … ② 

d4 

①，②의 공통 범위를 구하면 -^7< x < 2이다. □ 

d4 


예제 


86 . 


부등식 x log " < 100 x 의 해를 구하여라. 


풀이 진수의 조건에서 x >0. …① 

주어진 부등식의 양변에 로그를 취하면 logx 1 ᄋ ◎ < logl 00 x . 

이 식을 변형하면 logx • logx < loglOO + loga : < 0이므로 

( 1 ogx ) 2 — 1 ogx — 2 < 0 . 
logx = t 로 두면 t 2 —t — 2<0 이고 

이것을 풀면 -^-< x <100. … ② 

①，②의 공통범위를 구하면 슴< x < 100. □ 


EH 89. 등차수열을 이루는 세 수의 합이 
이 세 수를 구하여라. 


15, 곱이 105일 때， 


풀이 세 수를 a ~ d , a , a + 넜라고 하면 3 a =15이므로 a = 5 
이다. 또한 곱에 105이므로 (5 — d ) • 5 • (5 + cO =105 이다. 이 
것을 풀면 d =±2 이다. 따라서 구하는 세 수는 3, 5, 7이다. □ 


등차수열의 합 

(1) 첫째항이 a 이고 공차가 c ? 인 등차수열이 첫째항부터 제 
n 항까지의 합을 6；이라고 하면 



n {2 a + ( n — l ) d } 
2 


(2) 첫째항이 a , 끝항이 I , 항의 수가 n 인 등차수열의 모든 
항의 합 兄은 



n(a + l ) 
^2 一 


IQ 등차수열과 등비수열 

정의역이 자연수 집합인 함수를 수열이라고 부른다. 수열 { a n } 
의 첫째항부터 제 n 항까지의 합을 兄이라고 하면 

a l = "l ， a n = ^n~ 公 n-1 

이 성립한다. 

첫째항부터 차례로 일정한 수를 더하여 얻어지는 수열을 등차수 
열이라고 하고，더하는 일정한 수를 공차라고 부른다. 


증명 첫째항이 a 이고 공차가 d 인 등차수열의 첫째항부터 제 n 
항까지의 합을 "라고 하면 

S = a + (a + < i ) + (a + 2 d ) H - h {a + (n — 1 )< i }, 

S = {a~\~ (n~ l ) d }~\ - h (a + 2 d ) ~\~ (a~\~ d ) + a 

이므로 등식을 변변 더하면 

2 S = n {2 a + ( n — l ) d } 

이다. 따라서 합은 다음과 갈다. 

n n {2 a + ( n — l ) d } _ 


등차수열의 일반항 

(1) 첫째항이 a 이고 공차가 d 인 등차수열의 일반항은 

a n = a -\-( n — l ) d . 

⑵ 세 수 a , b , c 가 이 순서로 등차수열을 이룰 때 b 를 <2 와 
c 의 등차중항이라고 부른다. 이때 

. a + c 

b= l_ 

가 성립한다. 


예제 


_ 90. 다음에 답하여라. 

(1) 첫째항이 2, 공차가 3인 등차수열의 첫째항부터 제9항까지 
의 합을 구하여라. 

(2) 첫째항이 7, 끝항이 一 14, 항의 개수가 8인 등차수열의 합 
을 구하여라. 

풀이 ⑴ 육 가 . 2 + ( 9 一 1 ) . 3} 미26. 


2 


⑵ S 요 


8{7 + (-14)} 8.(-7) 


2 


2 


28. 


예제 


87. 다음 


등차수열의 


일반항 a n 을 구하여라. 


⑴ 첫째항이 10, 공차가 4 (2) 1，4, 7, 10, 13, … 

⑶ 20, 15, 10, 5, 0, … (4) 첫째항이 2, 둘째항이 -1 


풀이 (1) a n = 4 n + 6 (2) a n = 3 n — 2 

(3) a n =— 5 n + 25 (4) a n =— 3 n + 5 


예제 


88 . 두 수 2 와 20 사이에 5개의 수를 넣어서 만든 수열 


2， X 3^2? 요^3，요^4，公^5，20 

이 이 순서로 등차수열을 일루 때， x 4 의 값을 구하여라. 


풀이 공차를 d , 일반항을 〜이라고 하고 첫째항을 2라고 하면 

a n = 2 -\-(n — l)d 

이때 a 7 =20 이므로 a 7 = 2+ 6넜 = 20이다. 즉 넜 = 3이다. 따라 
서 일반항은 〜 = 3 n — 1 이다. 

冗 4 는 제5항이므로 : r 4 = a 5 = 3 • 5 — 1 = 14. [I 


예제 


91. 다 


ᄋ 


V2 



합을 구하여라. 


(1) 4 + 7 + 10+--- + 31 


(2) 20 + 15 + 10+… +(-50) 


풀이 (1) 일반항을 구하면 a n =3 n + l . 문제의 합은 제10항까 
지의 합이므로 



10(4 + 31) 

Y 


= 175. 


(2) 일반항을 구하면 a n =-5 n + 25. 따라서 문제의 합은 제15 
항까지의 합이므로 


차 5 = 


15{20 + (-50)} 
2 


=-225. 
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예제 


92. 첫째항이 30，공차가 一 4인 등차수열에서 첫째항부 


터 제 몇 항까지의 합이 최대가 되는지 구하고，그때의 최댓값 
을 구하여라. 


풀이 s n 


n 


{2 • 30 + ( n - l )(-4)} 


2 


— — 2 (n — 8) 2 + 128, 


따라서 n = 8 일 때，즉 제 8항까지의 합이 최대가 되고，그때의 
최댓값은 128이다. [ 


예제 


93. 수열 


< a n | 의 첫째항부터 제 n 항까지의 합을 久이라 


할 때，5； =-2 n 2 + 3 n + l 이다. 이때 일반항 〜을 구하여라. 


풀이 n > 2일 때， 

a n =S n- S n-l 4n + 5 … ① 

이다. 71 = 1 일 때 (자 = 폭 = 2 이고 이것은 ①에 71 = 1을 대입하 

여 얻은 값과 다르므로 구하는 일반항은 

a x =2, a n =—4 n + 5 (n > 2). □ 


어떤 수에 차례로 일정한 수를 곱하여 만들어진 수열을 등비수 
열이라고 부르며，이때 곱한 수를 공비라고 부른다. 


등비수열의 일반항 

(1) 첫째항이 a, 공비가 r 인 등비수열의 일반항은 

a n = ar n 一 1 . 

(2) 세수 a, b, c 가 이 순서로 등비수열을 이룰 때 b 를 a 와 
c 의 등비중항이라고 부른다. 이때 

b 2 = ac 그리고 \b\ = \fac 

가 성립한다. 


예제 


94. 다음 등비수열의 일반항 a n 을 구하여라. 


(1) 첫째항이 4, 공비가 -1 (2) 첫째항이 5, 공비가 


2 


⑶ 3, 6, 12, 24, 


⑷ ^ _¥， I ，_¥， 


풀이 (1) a n = 4 • (― 1) 


n — 1 


(2) a n =5 • [- 


n — 1 


n — 1 


(3) a n =3-2 n 


-l 


⑷ 


a 


n 


2 


예제 


95. 다음 물음에 답하여라. 


(1) 등비수열 _2, 6，一18，54，…에서 486은 제 몇 항인지 
구하여라. 

(2) 공비가 2, 제 5 항이 160인 등비수열의 첫째항을 구하여라. 


풀이 주어진 등비수열의 첫째항을 a, 공비를 r 이라고 하자. 

(1) a=~2, r =-3 이:프로 a n =~2 • (—3) n — 1 이다. 

486을 제 n 항이라 하면 _2 • (― 3 ) ra — 1 =486이므로 n = 6 이다. 
따라서 486은 제 6 항이 다. 

(2) r = 2 이:프로 a n =a. 2” 一 1 이다. 제 5 항이 160 이:프로 

a -2 4 = 160 이다. 따라서 a =10이다. 즉 구하는 첫째항은 10 
이다. □ 


예제 


_ 96. 두 수 5와 80 사이에 세 양수를 넣어 만든 수열 

5， x, y , z, 80 

이 이 순서로 등비수열을 이룰 때 X ，?/，2：를 각각 구하여라. 


풀이 공비를 r, 일반항을 이라 하면 a n = 5 r n_1 . 
이때 a 5 = 80이므로 5 r 4 = 80 즉 r = 2 이다. 

따라서 〜 =5 • 요ᅲ 1 이다. 
x = a 2 = 10, y = a 3 =20, z = a A =40. 


예제 


_ 97. 등비수열을 이루는 세 실수의 합이 21이고 곱이 216 

일 때，이 세 수 중 가장 큰 수를 구하여라. 


풀이 등비수열을 이루는 세 수를 a, ar, ar 2 이라고 하자. 

세 수의 합이 21 이므로 a + ar + ar 2 = 21 . 즉 

a(l +r + r 2 ) = 21 …① 

이다. 한편 세 수의 곱이 216이므로 a • ar • ar 2 = 216. 즉 

ar = 6 …② 

이다. ①，②를 연립하여 풀면 



이다. 어느 경우에나 구하는 세 수는 3, 6，12이다. 따라서 가 
장 큰 수는 12이다. □ 


예제 


98. 세 양수 8， a , 6가 이 순서로 등차수열을 이루고， a , 
b, 36이 이 순서로 등비수열을 이룰 때 ， a + b 의 값을 구하여라. 


풀이 등차수열의 조건에 의하여 2 a = 8 + 5. 

등비수열의 조건에 의하여 b 2 =36a. 

두 식을 연립하여 풀면 a = 16，6 = 24. 


등비수열의 합 

첫째항이 a 이고 공비가 r 인 등비수열의 첫째항부터 제 n 항 
까지의 합을 兄이라고 하면 


① 네일 때 兄 

② r = 1 일 때 S n 


a ( 1 — r n ) 
1 —r 


= na. 


a(r n — 1) 
r— 1 


증명 첫째항이 a 이고 공비가 r 인 등비수열의 첫째항부터 제 n 
항까지의 합을 "라고 하면 r 국 1일 때 

a + ar + ar 2 H - har n_1 , 

2 Q 

rS = ar 누 ar + ar H - h ar n 

이므로 등식을 변변 빼면 

(l — r)S=a — ar n 
이다. 따라서 합은 다음과 같다. 

0 a{l-r n ) 

公 = ^ i - 

1 — r 

한편 r=l 일 때의 합은 다음과 같다. 

a + ar + ar 2 + ■■■ + ar n ~ 1 =na ■ 
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예제 


_ 99. 다음 수열의 합을 구하여라. 

(1) 1 + y/3 +3 + 3 ^/3 + • •• + 27 

(2) 9+ 99+ 999 +•• - + 9999999 


풀이 (1) 일반항은 


a 


n 


(V 상 ) 


n — 1 


이때 


a 


n 


27 을 풀면 n = 7 을 얻는다. 


따라서 제1항부터 7항까지의 합을 구하면 


티 


• {( v 상) 7 - 1} 


y / s ~ 1 

(2) 9+ 99+ 999 +•• - + 9999999 


40 + 13^3 , 


( 10 - 1 ) + ( 10 2 - 1 ) + ( 10 3 - 1 )+---+( 10 7 - 1 ) 

(10 + 10 2 + 10 3 +•••+10 7 )-7 
11111110-7=11111103. 


예제 


_ 100 . 첫째항부터 제10항까지의 합이 10, 첫째항부터 제 

20 항까지의 합이 30 인 등비수열에서 첫째항부터 제 30 항까지 
의 합을 구하여라. 


풀이 첫째항을 a, 공비를 r, 첫째항부터 제 n 항까지의 합을 
이라 하면 


n 


7 10 


7 20 


10 에서 


30 에서 


a(l 一 


r 


10 


1 — r 


a ( 1 — r 


20 


10， 

a(l-r 10 )(l+r 10 


1 —r 


1 —r 


30 


두 식을 연립하면 10(l+r 1Q ) =30 이므로 r 1Q =2 이다. 따라서 


10 


a(l-r 30 ) a(l-r 10 )(l+r 10 +r 20 


'30 


1 —r 


1 — r 


a(l 


r 


그 o 


1 —r 


(l+r 10 +r 20 ) = 10(l + 2 + 2 2 ) = 70, 


예제 


101. 수열 fa 나의 첫째항부터 제 n 항까지의 합이 S n = 

2" + 1 +차일 때，수열 “나이 첫째항부터 등비수열을 이루도록 
상수 사의 값을 정하여라. 


풀이 n > 2 일 때 


a, 


n 


q 一 n __ on 
— 1 — 스 • 


① 


72=1 일 때 삭 = 4 + 차 …② 

수열 “나이 첫째항부터 등비수열을 이루려면 ①에 n = l 을 대 
입하여 얻은 값과 ②가 같아야 한다. 따라서 사= 一 2이다. 


예제 


_ 102. 300 만 원을 연이율 6% 로 20 년 동안 1 년마다 복리 

로 예금할 경우 원리합계를 구하여라. (단， 1.06 2Q =3.21 로 계산 
한다.) 

풀이 300 ( 1 + 0.06) 20 = 300 X 1.06 20 
= 300X3.21 = 963 (만 원) 


예제 


_ 103. 연이율 5% 로 1 년마다 복리로 매년 초에 100 만 원 

씩 적립할 때，10년 후 연말의 적립금의 원리합계를 구하여라. 


풀이 100(1+ 0.05)+ 100(1 + 0.05) 2 + •••+100(1+ 0.05) 
100(1+0.05){(l + 0.05) 10 -l} 


10 


(1 + 0.05)-1 

100x 1.05(1.63-1) _ 
005 _ 


1323 (만 원) 


여러 I 


，、여 

—I—S 


수열 “나의 첫째항부터 제 n 항까지의 합 5；을 


n 


n 


+ 幻 2 +"" + a n = S 


a k 


로 나타낸다. 


합의 기호의 성질 

n n n 

( i ) S (〜+〜) = + 


k: 


k: 


n 


n 


n 


⑵ = Y^ a k~Y^ b k 

k=l k=l k=l 


n n 

ca h 

k = l k 


⑶ S ct v = c S a fc 는 상수) 


n 


⑷ S c=nc ( c 는 상수) 

k=l 


예제 


104. 다음을 기호 $]를 사용하지 않고 수열의 각 항의 
합의 꼴로 나타내어라. 


10 9 20 

⑴ (- k) 3 (2) (4m-3) (3) + 1) 

k=l m = 3 i = 1 

풀이 (1) 一 1 一 8 — 27-1000 

(2) 9 + 13 + 17+ ••• + 33 

(3) 1 • 2 + 2 • 3 + 3 • 4 + … +20-21 


예제 


105. 다음을 합의 기호를 사용하여 나타내어라. 


(1) 1+3 + 5 + 7+ ••• + 27 


⑵ 1 + 


1 . 1.1 


3 3 2 3 3 


ᅵ + 


3 9 


⑶ 2 + 1나…+쁩 


14 


풀이 ⑴ S(2A — 1) 

k = i 

10 / 1 \k-l 

(2) S 


19 / \ A: 


19 


k+l 


⑶ S k 


20 

s 

k = 2 


k 


k — 1 


여러 가지 수열의 합 

n(n+1) 


(l) y^]k 


k: 


2 


n 


⑵ D 2 

k = l 


n 


(3) J〉 3 

k=l 


n(n+ l)(2n+1) 
6 

71 ( 71 + 1) 、 2 


2 


n 


⑷ s 


k- 


k ( k ^ l ) 


tli 


k 公 +1 


n 


n 


(5) S 


s 


k: 


i k { k ~\~2) ^, = 1 2 \k k ~\~2 ) 


n 


1 


n 


(6) 조 : (2fc—l)(2fc+1) 조 : 2 、 2 公 — 1 


2k + l 
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증명 (2) (公+1) 3 — 公 3 = 3 k ^ + 3公 +1 에 k = 1，2，…，기을 차 
례로 대입하면 

2 3 - I 3 = 3 • 1 2 + 3 • 1 + 1 ， 

3 3 - 2 3 = 3 • 2 2 + 3 • 2 + 1 ， 

4 3 -3 3 =3 • 3 2 + 3 • 3 + 1 ， 

(n+1) 3 — n 3 = 3 • n 2 +3 • n+1 

이므로 등식을 변변 더하면 

(n+l) 3 -l 3 =3(l 2 + 2 2 + ••• + n 2 )+3(l + 2 + ••• + n)+n 

= 3 호 > 2 +3 .벽 본 +n 

k = i 2 

이다. 이 식을 변형하면 다음을 얻는다. 

호^ 公2 _ 시가 + 1 ) (271 + 1 ) 

k = l ^ 

(3) (公 +1) 4 — 公 4 = 4公 3 +6公 2 +4公+1 에 k = 1, 2，…，기을 차 
례로 대입하여 (2) 와 갈은 방법으로 공식을 유도한다. ■ 


10 


H 아에서 노는 다른 문자로 바뀌어도 동일하다. 즉 

네 


10 10 


10 


H a k ， S a n，S 


a ； 


n 


모두 동일한 의미를 나타내는 식이다. 


예제 


106. 다음을 계산하여라. 


10 


(1) 히(2公— 1) 

k=l 


(2) 玄(4사 3 


Ikf 


10 10 10 

풀이 ⑴ X 1( 2 ^ _1 ) = S ^ _ S 1=2 

k=l k=l k=l 

= 110 - 10=100 

⑵ 5](4사 3 -7자 2 ) = 45〉 3 -75〉 2 

公 =1 k=l fc=l 


10(10 + 1 ) 

2 


10 


4- 


5(5 + 1) 
2^ 


-7 


5(5 + 1)(2 • 5 + 1) 
6 


900-385 = 515 


합 기호에 대하여 다음이 성립한다. 


n 


n 


n 


S (%+^) = 

k=l k= 1 k=l 

그러나 곱은 따로 떨어지지 않는다. 즉 


n 


k: 


n 


\l 


n 


S ( a A; 公 A:) 유 S a k\ S' 


\k=l I \k=l I 


이다. 


예제 


⑴ 


107. 다음 수열의 첫째항부터 제 n 항까지의 합을 구하여라. 


1 


1 


⑵ 


3’ 3-5’ 5-7’ 7-9, 


1 


， 1+2’ 1+2+3’ 1+2+3+4’ 


1 71 

풀이 ⑴ is 


2 ^ (2 公一 1)(2 公 +1) 


n 


2 




k- 


2k 一 1 2k +1 


- 1 -- 


2 


+ --~ 


+ -- _ 


3/ \ 3 5/ \ 5 71 


+••• + 


1 


2n — 1 2n + 1 厂 


n 


~2\~ 2n + l / 2n + l 


n 


⑵ s 


1 


1+2 + 3+-" + 公 
2 


n 


n 




k{k+l) 


2 E 


k 


2 1 


2 1 


+ 




k 公 +1 


+ 




21 \ 2 3/ \ 3 4/ 


2n 


+••• + 




n n +1 / 


n +1 / 


n+1 


a 


n +1 幻 Vi 


을 계차^고 


수열 에서 이웃한 두 항의 차 b n 
부르고，이 계차들로 이루어진 수열 {心}을 和나의 계차수열이 
라고 부른다. 


계차수열을 이용한 수열의 일반항 

수열 { a 나의 계차수열이 {6 n } 일 때 

n_l 

a n =a l^Yj b k (자 스 2 ) 

k = l 


증명 수열 에 대하여 

K = a n+l~ a n 

이라고 하자. 그러면 

d <2 ~~ 幻^1 —— 公1， 

a 3 = a 2 -\- b 2 = a l + b l + b 2 ， 
a 4 = a 3 + b 3 = a 1 + b 1 + b 2 + b 3 ， 

n—2 n~1 

a n =a n-l^K-l =a l^Yj b k^K~l =a l^Yj b k - 

k= 1 k=l 


예제 


108. 수열 {aj 의 계차수열 {心}이 1 ， 3, 5, 7 일 때，수 
열 의 일반항을 구하여라. (단， a x =l) 

풀이 계차수열 은 첫째항이 1，공차가 2인 등차수열이므로 


이다. 따라서 


a 


n 


n — 1 

k 


n 


n — 1 


2n~l 


(자 + 히 、= 1 + (2k~ l) 


k- 


1 +2 • (、 n l) 71 — (n — 1) = n 2 — 2n + 2 (n > 2) 

左 “ 


이다. 이것은 n = l 일 때에도 성립하므로 a n = n 2 — 2n + 2 . 
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예제 


109. 수열 


2, 3, 5, 9, 17, 33, … 

의 일반항 a n 과 첫째항부터 제 n 항까지의 합 5；을 구하여라. 

풀이 계차수열 0나의 항을 나열하면 

b x =3 — 2 = 1, 

公 2 =5 — 3 = 2, 

公 3 =9 — 5 = 4, 

、= 17 — 9 = 8， 


이므로 은 공비가 2인 등비수열임을 알 수 있다. 즉 

b =2 n — 1 

n 

이다. 따라서 

n — 1 ri — 1 

a n = a l + S 公 / c = 2 + 히 1 = 2 n 1 + 1 

k=l k=l 

이고 

n n 

S n — 5] a k S (义 1 + 1) — 2 n + n —1 

k=l k=l 


이다. □ 

주어진 수열에서 몇 개씩의 항을 적당히 묶어 규칙성을 가전 군 
으로 나눌 수 있는 수열을 군수열이라고 부른다. 


군수열을 이용하는 문제의 풀이 

(1) 규칙성을 가전 군으로 나눈다. 

(2) 찾고자 하는 항이 제 몇 군의 몇째 항인지 알아낸다. 

(3) 각 군의 첫째항이 갖는 규칙성 및 각 군의 항의 수를 파 
악한다. 


예제 


110 . 다음 수열의 제 100항을 구하여라. 

1， 1， 2, 1， 2, 3, 1， 2, 3, 4, 1， 2, 3, 4, 5, … 


풀이 주어진 수열을 각 군의 첫째항이 1이 되도록 묶으면 


(1)，(1，2)，(1，2, 3)，(1，2, 3, 4)，(1，2, 3, 4, 5), 

제 1 군 제 2 군 제 3 군 제 4 군 제 5 군 


제 n 군의 항수는 n 이므로 제1군부터 제 n 군까지의 항수는 


근ᄀ n ( n +1) 
l」 k = — — 9 一- 

k=l z 

이다. 따라서 제 1 군부 터 제 13 군까지의 항수는 91， 제 14 군까지 
의 항수는 105이므로， 제 100 항은 제 14 군의 9번째 항이다. 

이때 각 군은 첫째항이 1，공차가 1인 등차수열로 이루어져 있 
으므로 제 100항은 1 + (9-1) • 1=9이다. ᄃ 


|Q 수학적 귀납법과 점호 F 식 


도미노는 여러 개의 골패를 적당히 배치하고 하나를 넘어뜨려 
모든 골패가 넘어지도록 하는 놀이이다. 



전체 골패가 넘어지려면 다음과 갈은 두 가지 조건이 만족되어 
야 한다. 첫째，하나의 골패가 넘어지면 그 다음 골패가 넘어져 
야 한다. 둘째，누군가는 첫 번째 골패를 넘어뜨려야 한다. 

이와 갈은 원리를 증명에 적용한 것이 수학적 귀납법이다. 


수학적 귀납법 

자연수 n 에 관한 명제 p ( n ) 이 모든 자연수 n 에 대하여 성 
립함을 증명할 때에는 다음 두 가지를 밝히면 된다. 

① 71=1일 때 p (71) 이 성 립한다. 

② n = k 일 때 p (71) 이 성립한다고 가정하면 = 일 때 
에도 p ( n ) 이 성립한다. 


예제 


111 . 




자연수 n 에 대하여 등식 


+ 3 2 + 5 2 + •••+(2 n - l ) ; 


n 


(4 n 2 — 1) 


3 


이 성립함을 수학적 귀납법으로 증명하여라. 


풀이 ( i ) n = 1 일 때 Q ) 에서 
(좌변)=1 2 = 1，(우변): 
이므로 ©이 성립한다. 


1 • (4 • 1 2 -1) 
3 


( ii ) n = k 일 때 Q ) 이 성립한다고 가정하면 


1 2 + 3 2 + 5 2 +--+(2 k-iy 


k (4 k 2 - l ) 

3 


이다. n = k~\~l 일 때 


Q 


_ 2 + 3 2 + 5 2 +…+(2사-1) 2 + {2(公+ 1)-1} 2 

꼐 1) , 아 , ,、 니 2 


3 


{2 U + l)-lF 


k (2 k ~ 1)(2 AH ~ 1 ) 
3 


(2公+1 )' 


= (2 수 1) {公(요公 一 1) +3(2 A :+1)} 

O 

_ (2 fe + l )(2 A : 2 + 5 fe + 3) 

_ 3 

_ (2 AH _ 1 )(2 AH _3)( fc + 1 ) 

_ 3 


_ (사+1)(4차 2 +8사 + 3) 

_ 3 

_ U + 1){40+1) 2 — l } 

= 3 * 

따라서 n = A :+ l 일 때에도 등식 Q ) 이 성립한다. 

( i ), ( ii ) 에 의하여 모든 자연수 n 에 대하여 Q 이 성립한다. 
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예제 


_ 112. n > 4 인 모든 자연수 71 에 대하여 부등식 

1.2.3. n>T 

이 성립함을 수학적 귀납법으로 증명하여라. 


풀이 (i) n = 4 일 때 Q ) 에서 

(좌변)= 1 . 2 . 3 . 4 = 24, (우변) = 2 4 = 16 
이므로 부등식 Q 이 성립한다. 

(ii) n = k (k > 4) 일 때 부등식 Q ) 이 성립한다고 가정하면 


Q ) 


1-2-3 

이다. n = 於 +1 일 때， 


• • • • • 


k> 2 


k 


1-2-3 


• • • • • 


k • {k+l)>2 k • {k+l)>2 k - 2 = 2 


k + l 


이므로 71 = 차+1일 때에도 부등식 @이 성립한다. 


'〔그 


자연수 n 에 대하여 부등식 


( i ) ， (ii) 에 의하여 n >4 인 
Q ) 이 성립한다. 


일반적으로 첫째항의 값과 이웃하는 두 항 사이의 관계식이 정 
해지면 모든 항의 값이 정해진다. 이와 같이 수열을 정의하는 


방법을 수열의 귀납적 정의라고 부르고，두 항 사이의 관계식을 
점호 f 식이라고 부른다. 


여러 가지 수열의 귀납적 정의 

(1) 첫째항이 a 이고 공차가 d 인 등비수열은 

幻나 = CL ， Qj u + i _ Ci n d . 

(2) 첫째항이 a 이고 공비가 r 인 등비수열은 

Q，1 = CL, CL n -\-i = Td n . 


예제 


113. 다음과 같이 귀납적으로 정의된 수열 ᅦ a 나의 제4항 
을 구하여라. 

(1) = 3, a n + 1 =a n +2n 

⑵ 아 =1 ， a n+ i = +3 n 


n 


풀이 a) 


a, 


n + l 


a 


n 


+ 2 n 에 1，2, 3 을 차례로 대입하면 


a 2 =a 1 J r2 • 1=3 + 2 = 5 ， 
a 3 = a 2 + 2 • 2 = 5 + 4 = 9, 
a 4 = a 3 + 2 • 3 = 9 + 6 = 15. 

⑵ 의 ri 에 1, 2， 3 을 차례로 대입하면 

a 2 =a x + 3 1 = 1+3 = 4, 
a 3 = a 2 + 3 2 =4 + 9 = 13 ， 
a 4 = a 3 + 3 3 = 13 + 27 = 40. 


예제 


114. 다음과 같이 귀납적으로 정의된 수열 fa 나의 일반 
항을 구하여라. 


⑴ 

a x - 

= 5, 

a n + l 

— 

a n +10 


⑵ 

a x - 

= 2, 

a n + l 

一 

3 〜 


⑶ 

a x - 

= 1 ， 

a 2 = 

3, 

2a n + l = 

= a n +a: 

⑷ 

a x - 

= 4, 

a 2 = 

2, 

K +i ) 2 

= a n a n 


풀이 (1) 卜은 공차가 10인 등차수열이다. 이때 첫째항이 
이므로 

a n = 5 + (n — l) • 10 = 10n — 5. 

(2) [은 공비가 3 인 등비수열이다. 이때 첫째항이 2이므로 


幻 L = 2 • 3 


n — 1 


n 


(3) 2 a n + 1 = 〜 + a n+2 이므로 은 등차수열이다. 이때 첫째 
항이 1，공차가 a 2 — a x = 2 이므로 

幻ᄂ = l + (n—1) • 2 = 2n—l. 


n 


⑷ 


a, 


Tl + ly 


공비가 


CL 


a x 


= 〜 a n+2 이므로 [은 등비수열이다. 첫째항이 4, 

♦ 이므로 


a n= 4 


( 1 、 

n — 1 


n — 2 



H 

\2I 




여러 가지 점호벼 


⑴ 


a, 


n + l 


a, 


n 


+ /(n) 의 꼴로 정의된 수열의 일반항은 


a 


n 


n — 1 

<네]/(公). 


k : 


⑵ a 


n + l 


/(n) 〜의 꼴로 정의된 수열의 일반항은 
I =%/(1)/(2)/(3) … f(n-l). 


n 


⑶ 


a 


'n + l 


pa n + g 의 꼴로 정의되었을 때 { a n — a } 는 첫째 


항이 & 一 a 이고 공비가 p 인 등비수열이 된다. 


예제 


115. 수열 {〜} 이 

a x =3, a n + 1 = a n + 2n 

으로 정의되었을 때 일반항 〜을 구하여라. 


풀이 


a n + 1 —a n = 2n 이므로 계차수열은 


n 


a 


n 


n — 1 

k=l 


3 + 2 


n\n 


- 1 ) 


2 


2 ri 이다. 따라서 


n -n-\~3. 


예제 


116. 수열 {〜} 이 

幻 / 1 — 1, CL r 


n 


(k 


n+1 n + r n 

으로 정의되었을 때 일반항 〜을 구하여라. 


풀이 a 2 

1 

= 2 아， 



2 

2 

a 3 : 

게 

¥ 


3 

3 

幻4 : 

= T a3 = 

T 

a n 

n—1 

• 


2 ai = 

2 1 
- • - 

3 2 


3 

a x 


di 


4 


a x 


3 2 


- n '4 3' 2 ai 

사실 수학적 귀납법을 이용하면 


n 


⑴ 이 
(ii) a k 


이므로 


rr 


~k 여 %+1 _ k+i 


자연수 n 에 대하여 a n 


k k 

a k z 


n 


k + l k k~\~l 

임을 알 수 있다. 
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_ 117. 수열 {〜} 이 

쑈1 = 2， Qj u +호 = 4 tt n + 3 
으로 정의되었을 때 일반항 〜을 구하여라. 

풀이 주어진 식 a n + 1 =4 a n +3 을 변형하면 

〜 + 1 + 丄 =4( a n + l ) 

이다. [〜 + 1 — a : =4( a n — a ) 라고 하고 전개한 뒤 a 를 구해주 
는 방식으로 위 식을 얻을 수 있다.] 따라서 고 n =〜 + l 이라고 
하면 {식,}은 공비가 4인 등비수열이다. 또한 A 1 = a 1 + 1 = 3 
이므로 {고의 첫째항은 3이다. 따라서 

A n = 3 • 4네 

이다. 그런데 고 n = a n + l 이므로 

a n = A n — 1=3. 4 n_1 - 1 

이다. □ 
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미^4 적분 
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이 노트에서는 고등학교에서 배우는 수학의 내용 중 미적분에 
관련된 개념과 공식을 정리하고 그에 따른 예제와 풀이를 소개 
합니다. 이 노트에서 포함하고 있는 내용은 다음과 갈습니다. 

• 수열의 극한 

• 함수의 극한과 연속함수 

• 미분의 뜻과 성질 

• 적분의 뜻과 성질 

• 삼각함수，지수함수，로그함수의 미적분 

• 미분과 적분의 활용 

이 노트가 수학을 공부하는 분들께 도움이 되기를 바랍니다. 


Q 수열의 극한 


수열의 극한은 수렴하는 경우와 발산하는 경우로 나눌 수 있으 
며，발산하는 경우는 양의 무한대로 발산하는 경우，음의 무한대 
로 발산하는 경우，진동하는 경우로 나눌 수 있다. 

수렴하는 수열 무한수열 “나에서 冗의 값이 한없이 커질 때 
일반항 〜의 값이 일정한 값 a 에 한없이 가까워지면 수열 { a n } 
은 a 에 수렴한다고 말하고， a 를 무한수열 의 극한값이라 
고 부르며，이것을 기호로 


진동하는 수열 수열 {(_1)아과 같이，作나이 수렴하지도 않 
고 양의 무한대 또는 음의 무한대에 발산하지도 않을 때，수열 

은 진동한다고 말한다. 


수열의 극한의 기본성질 

수렴하는 두 수열 { a n }, 에 대하여 

lima n = a , \ imb n = /3 

u —> OO 77/—> oo 

일 때，다음이 성립한다. 

① lim ( a n ± b n ) = a ± P 

n —oo 

② \ imca n = c lima n (c 는 상수) 

n ᅱ oo n ᅱ oo 


③ lima n b n = a (5 

n —oo 

④ a n ^0, o ： 국 0 일 때 lim 」느= — 

n —> oo a 、 (노 


참고 수열의 극한이나 함수의 극한의 성질을 증명하는 것은 
고등학교 과정을 벗어나므로 여기서는 증명하지 않고 직관적으 
로 받아들인다. 


예제 


_ I . 다음 수열의 수렴，발산을 조사하고，수렴하면 그 

값을 구하여라. 



lima n = a 

n^oo 


(l) -1 ， 




i 

w 


1 



로 나타낸다. 이것을 물어서 


(2) 1，0，一1，一2，一3，…， 一 n + 2, 


71 ᅱ oo 일 때 a —> a 

I V 


(3) cosn 7 r 


(n = 1, 2, 3，…) 


로 쓰기도 한다. 


무한대에 발산하는 수열 n 의 값이 한없이 커짐에 따라 〜의 


값이 한없이 커지면 수열 |〜 j 은 양의 무한대로 발산한다고 말 



(4) 3 n — 1 (n = l ， 2，3，…) 

풀이 (1) 0에 수렴 

(2) 음의 무한대로 발산 

(3) 발산(진동) 

(4) 양의 무한대로 발산 


lim 〜 = oo 

n 구 oo 



n->oo 일 때 a n ^ oo 

로 나타낸다. 또 n 의 값이 한없이 커짐에 따라 ~의 값은 음의 
값으로서 그 절댓값이 한없이 커지면 수열 [은 음의 무한대 
로 발산한다고 말하고 기호로 

lima 凡 = —oo 

n 구 oo 



71 — oo 일 때 a n — oo 


예제 


2 - 두 수열 {〜}，{나에 대하여 

lima ,, =3, lim 6 r =— 2 


n ? 丄丄丄丄 - n 

72—> OO 77/ -> OO 


일 때，다음 극한값을 구하여라. 


⑴ lim (2- a n ) 


n- 


⑶ lim 5 a 


n n 


n- 


(2) lim (3 a n +45 n 


n- 


⑷ lim ! 논부 


n- 


n 


)■ 


풀이 a ) 2 — 3 = — i 
(3) 5 • 3 • (-2) =-30 


(2) 3 • 3-4 • (-2) = 1 


⑷ 


2•3+1 _7 
(-2)(-2) = 4 


로 ^ 타낸다. 
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예제 


3. 다음 극한값을 구하여라. 
3 


⑴ lim 3 + 


n- 


n 


⑶ lim 3 


n- 


/ 0 1 \ 


3- 

2 H 

\ n / 

\ n / 


풀이 (1) 3 + 0 = 3 
(3) (3-0)(2 + 0) =6 


(2) lim 


2 


n- 


n n 
3 


2 


2 + 


(4) lim 


n 


n- 


i-A 


n 


( 2 ) 0-0 = 0 

⑷뽑 2 


부정형의 극한값 

(1) “나 의 극한이 므 꼴인 경우，〜 의 분모와 분자가 기에 

oo 

관한 다항식이면 분자와 분모를 분모의 최고차항으로 나 
누어 계산한다. 

(2) “나 의 극한이 OQ — OQ 꼴인 경우，유리화하여 ^꼴로 
변형하여 구한다. 


예제 


4. 다음 극한을 조사하여라. 


⑴ lim 


n- 


4 n 3 — 2 n 
3 n 2 +2 n-l 


(2) lim 


2 n-l 


n^oo 71+1 


(3) lim 


2 n +1 


n- 


a / tt 2 — n + 3 


플이 (1) (준식) = lim 


An - — 
n 


n- 


3 + 


2 


(발산) 




2 


(2) (준식) = lim 


n n z 


n- 


i + 


o-o 

1 + 0 


0 奸렴) 


n 


2 + 


⑶ (준식) = lim 




n 


2 + 0 


n- 


1 -卜 


3 1 + 0 


2 (수렴) 




n n 


참고 고와 끄가 n 에 대한 다항식이고 

A 

네 

일 때 lima n 의 수렴 여부는 다음과 같다. 

n —oo 

( i ) U 의 차수)〉(公의 차수)인 경우 lima n 은 발산한다. 

n—oo 

고의 최고차항의 계수와 끄의 최고차항의 계수의 부호가 동 
일하면 양의 무한대에 발산하고，두 계수의 부호가 다르면 
음의 무한대에 발산한다. 

( ii ) (고의 차수)<(끄의 차수)인 경우 lima ra 은 0에 수렴한다. 

n 수 oo 


( iii ) (고의 차수) =( 끄의 차수)인 경우 lima n 은 수렴한다. 

n^oo 


이때 lima n = 

n^oo 


(고의 최고차항의 계수) 
(公의 최고차항의 계수) • 


예제 


_ 5. 다음 극한을 조사하여라. 

(1) lim ( y / n 2 + 2 n - n ) (2) lim 


1 


n- 


n- 


\Jn 2 -\-n — n 


⑶ lim (5 + 3 n 2 -2 n 3 : 


n- 


플이 (1) (준식) = lim 


Vn 2 + 2 n — n ) (、 A ， 2 + 2 n + n ) 


n- 


lim 


n -\~2 n - n 


lim 


Vn 2 + 2 n + n 
2 n 


n- 


lim 


Vn 2 + 2n + n n 구 oo 、 /n 2 + 2n + n 

2 9 

1 奸렴) 


n- 


i + ^ + i 1 + 1 

n 


⑵ (준식) = lim 


aAt 2 + n + n 


n- 


^/ n 2 -\- n ~ n ) ( \/ n 2 +n + n y 


■ V 띠 +n 비뇨 V 1+ n +1 


n- 


n 


n- 


l + i 


2 奸렴) 


⑶ (준식) = lim 


n 




2 


n- 


n ° n 


(발산) 


극한의 대소 관계 

(1) 수열 { a n }, 作나이 각각 a , "에 수렴하고 모든 자연수 
기에 대하여 a n 스 이면 a 브 이다. 

⑵ 수열 { a n }, { b n }, { c n } 이 모든 자연수 n 에 대하여 

a n ^ b n ^ C n 

이고 과 { c n } 이 동일한 값 Q ： 에 수렴하면 도 
동일한 값 a 에 수렴한다. 


예제 


6. 수열 “나이 모든 자연수 n 에 대하여 


n n + 2 

< 幻ᄂ < 


4 n + 5 n 4 n + 3 

만족시킬 때， lima „ 의 값을 구하여라. 


U- 


풀이 lim 


n 


n- 


4 n + 5 4 


-t ， lim r + -v 이므로 


n- 


4 n + 3 4 


lim 


a , 


n 


n- 


4 . 


예제 


7. lim 


(1 + n)cosn 分 


의 값을 구하여라. (단，<9는 상수) 


71 - 


n 


풀이 모든 자연수 n 에 대하여 

n + n 1 +n (l + n ) cosn ^ 1 +n n + n 

- < - < - < - < - 

n 2 _ n 2 一 n 2 一 n 2 一 n 2 

이31 lim ("— 0 = lim ^ 1 이므로 

ᅳ oo\ Ti I n — ( 父 ) Ti 

r ( l + n)cosn 多 ᄊ 

lim - 2 - =0 - 

n 수 oo TI 


고등학교 수학 요약노트 


• • • 


47 


미분과 적분 

























































































예제 


8. 수열 이 


n 


1 


자연수 n 에 대하여 

1 


\ Jn 2 + 2 n U a / tt 2 +n 
을 만족시킬 때， limna ᄁ의 값을 구하여라. 


71 - 


풀이 모든 자연수 71에 대하여 


n n 

< n 幻 l < 


Vn 2 + 2 n 


n 


八/ n 2 +n 


이고 


lim 


n 


n- 


、 Jr ? -、 r 2 n 


lim 


n- 


i + 


2 


n 


1 


,. n 1 

lim — 7=== lim 


이므로 lim 


ri- 


na 


n 


aAt 2 +n 


1 이다. 


n- 


i + 


n 


n- 


무한등비수열의 극한 


무한등비수열 W 의 극 

-한은 다음과 갈다. 

① r 〉1 일 때 limr n = 

u —> OO 

= °°, 

② r = 1 일 때 limr n = 

u —> OO 

:1， 

③ r < 1 일 때 limr n 

= 0. 

④ r <— 1일 때 { r 아은 진동한다. 


증명 ① r〉l 일 때 r = 1 + / i 라고 하면 느〉 0 이다. 또한 이항 
정리에 의하여 n 느 2일 때 

r n = (l +h) n = 1 -\-nh~\- n C 2 h 2 +• •• > 1 +nh 

이다. 따라서 

lim r n > lim(l + n/i) = ⑴ . 


n- 


n- 


② 는 당연하다. 

③ r 국 0 인 경우 H = 

1 + 八 

정리에 의하여 n 느 2일 때 

„ 1 


라고 하면 / i 〉0 이다. 또한 이항 


r 


< 


1 


(l + / i) n 一 l+nh 


이므로 


0 < lim \ r\ n < lim 


0 


n- 


n- 


l+nh 

이다. 따라서 limlrr=o 이므로 limr 77 =0 이다. 


n- 


n- 


④ n 이 짝수일 때 키 > 1이고 n 이 홀수일 때 r n <一1이므로 

{키}은 하나의 값에 가까워지지 않으며 양의 무한대 또는 음의 
무한대로 발산하지도 않는다. ■ 


예제 


q \n 

⑴ 나) 


. 다음 무한등비수열의 수렴，발산을 조사하여라. 
(2) {(-2) n } 




풀이 (1) 0에 수렴 (2) 발산(진동) (3) 0에 수렴 


예제 


_ 10 . 다음 무한등비수열이 수렴하기 위한 실수 x 의 값의 

범위를 구하여라. 


(1) {(2 x - l ) 


n 


⑵ 


f / _ \ 

n 、 

즈 

> 

i \3 i 



풀이 (1) — 1 < 2冗 一 1 < 1 이三^ 0 <x < 1. 


x 


(2) -1 < — < 1 이므로 一3 < 冗 < 3. 


예제 


(1) lim 


11 . 다음 극한을 조사하여라. 

2 n + 1 +3 


1그 ' 
3 n -2 n 


n- 


3 n + 2 n 


(2) lim 


n- 


풀이 (1) lim 


n- 


3 n -2 n 
3 n + 2 n 


lim 


5 n -l 


h F 


⑶ lim(3 2n -3 n 


n- 


n 


(2) lim 


2 n +1 +3 n 


n- 


5 n - 


lim 


1 + 

2 • 2 n +3 n 


2 、 n 

3 


1-0 

1+0 


1. (수렴) 


n- 


5 대一 1 


2 


2 


n 


+ 


lim 


3 \ n 
5 y 


n- 


l 


n 


2 • o+o 

1-0 


0. (수렴) 


⑶ lim (3 2 n -3 n ) 

n—oo 

= OO . (발산) 


예제 


lim (9 n -3 n )= lim 9 n l 


n- 


n- 


\n 

! ) 


12. 수열 이 

= 3, 3 a n+1 = a n +4 (n = 1， 2，3, 

으로 정의되었을 때 lim ^ 의 값을 구하여라. 


71 - 


풀이 주어진 식을 변형하면 


a n + l _2 = y( a n _2 ) 


이다. 따라서 A n = a n 


2라고 하면 은 첫째항이 1，공비 


가 규인 등비수열이므로 0에 수렴한다. 따라서 '=고。+2이 


므로 ja 나은 2에 수렴한다. 즉 lima n =2 이다. 


U- 




무한수열 *[ a n | 의 각 항을 합의 기호로 연결한 식 

幻 1 + 幻 1 2 + 幻 1 3 ^- 1 - CL n H - 

을 무한급수라고 부르고 




a , 


n 


n 


으로 나타낸다. 이 무한급수에서 첫째항부터 제 n 항까지의 합 


U 


n 


이 


= + a 2 + a 3 +• •. + a n = XI 

부분합이라고 부른다. 


a k 
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만약 부분합 수열 {兄}이 公에 수렴하면，즉 

lim 모 = 公 


n- 


이면 무한급수 은 分에 수렴한다고 말하고， 

71 = 1 

급수의 합이라고 부르며 기호로 

幻1 + 幻엉 + 幻 1 3 -卜 幻 Vi _1 = ^ 


이 무한 


Yi a n =S 

n = 1 

로 나타낸다. 

만약 K } 이 발산하면 〜은 발산한다고 말한다. 


n 


무한급수의 성질 

fx，fx 이 각각 我 t 에 수렴하면 


n 


n 


① 〜 士、)=公士刀 (복부호동순) 


n 


© S Ca n =C S 


CCL n =C Zj a n 어는 상수) 


n 


n : 


예제 


_ 13 . 다음 무한급수의 수렴，발산을 조사하고，수렴하면 그 

합을 구하여라. 

(1) 2 + 4 + 6 + 8 H - h 2 n H — 

1 1 1 1 


⑵ 


2 2 - 3 3 - 4 


+ 


n ( n +1) 


- f - 


풀이 주어진 무한급수의 제 n 항까지의 


ᄇ ᄇ 


71 


이라고 자. 


(1) 도 = 2 + 4 + 6 H - h 2 n = 쓰요츠프난-= n 2 +71 이므로 


⑵ s n 


lim 我, = lim ( n 2 + n ' 

o 

1 


n 


n- 


2 

= oo . (발산) 

1 1 


2 2 - 3 3 - 4 


+ 


n(n +1) 


1_ 2 + 2~3 + \3 4 


+•••+ —— 


n n + 1 


1- 


1 


이므로 


n +1 

limS n = liml l 


n- 


n- 


n +1 / 


1. (수렴) 


예제 


14 . 다음 무한급수의 수렴，발산을 조사하여라. 


( 1 ) 1 + — + — ^— 7 ^- 1 - 1 

2 3 4 n 

(2) 1 H -H -~\ -H I 구 +• 

2 2 3 2 4 2 n 2 


풀이 주어진 무한급수의 제 n 항까지의 

(1) 용 =1 + | + |나| + …+ 을 


ᄇ ᄇ 


n 


이라고 자. 


스 1 + 丄+ 丄+丄 + 丄+丄+丄+丄ᄂ..+丄 
一 2 \4 4/ \ 8 8 8 8 / 2 n 

= 1 + 른+른+른+，"+은 = 1 + 유. 

2 2 2 2 2 


따라서 lim^ n > lim 1 + 


n- 


n- 


n — 1 
2 


. (발산) 


⑵ S T = 1 + 


1 1 1 


2 2 3 2 4 2 


.+ 


1 


n 


2 n 


< 1 + 


1 + 


2 2 2 2 
2,4,8 


1 1 1 1 V..+ 2 


n — 1 


4 2 4 2 4 2 4 2 

2 n-l 


(2 


n-l、2 


2 2 4 2 8 2 


■ + 


l + i + i + i + 1 


2 4 8 16 


( 2 n-l)2 

1 

• + 


T 


-i 


< 2 


따라서 lim 兄 < 2 이다. 즉 lim 兄은 양의 무한대로 발산하지 


n- 


n- 


는 않는다. 그런데 5^-5；— = 규이므로 兄—드久이다. 즉 


71이 커지면 久도 커지므로 lim 兄은 음의 무한대로 발산하지 

n 구 oo 

도 않고 진동하지도 않는다. 따라서 lim 久은 수렴한다. 


71 - 


n 


{〜} 의 모든 항이 양수이고 부분합이 s n = 쬬〜일 때， 


lim *、 이 수렴 ^ 


lim 수이 수렴 


n- 


n- 


이다. 여기서 2를 더 큰 자연수로 바꾸어도 성립한다. 


□ 


한급수와 수열의 극한 사이의 관계 


⑴ 


fa n 이 수렴하면 lim 〜 =0이다. 


n 


n- 


⑵ lima n 여0이면 fa n 은 발산한다. 


71 - 


71 


증명 (1) 

자. 즉 


합을 S 라고 하고 


ᄇ ᄇ 


n 


이라고 하 


S 〉 ] a n 그리 고 +. ■. + 아 i = Sn 


n 


이라고 하자. 그러면 


lim 


a , 


n 


lim (公대一公에) = lim 爲厂 lim 公에 =^-^=0, 


n- 


n- 


n- 


n- 


( 2 ) 는 a ) 의 대우이므로 참이다. 


■ 


예제 


15. 다음 무한급수가 발산함을 보여라. 


⑴ S 


3 n " 


n : 


n + 5 


(2) E l 


n — 1 


n 


풀이 a ) 일반항의 극한을 구해보면 

.. 3 n 2 

lim ^ — = 00 

u — >oo Tl I 0 

이므로 주어진 무한급수는 발산한다. 
(2) 일반항의 극한을 구해보면 


국 0 


71 - 


/I) 

n — 1 、 

)1— — 

> 

1 \5j 



1^0 


이므로 주어진 무한급수는 발산한다. 
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a 국 0 일 때，첫째항이 a 이고 공비가 r 인 무한등비수열 { ar n_1 } 
에서 얻어진 무한급수 

oo 

^ ar n ~ 1 = a + ar + ar 2 H - har n_1 H — 

n = 1 

를 첫째항이 a 이고 공비가 r 인 무한등비급수 라고 부른다. 


무한등비급수의 수렴과 발산 

무한등비급수 은 

n = 1 

① | r |< 1 이면 수렴하고 그 합은 ~씨이다. 

1 — r 

② | r | > 1이면 발산한다. 


증명 주어진 무한등비급수의 부분합은 


n 




ar 


k-l 


a( 1 一 


n 


r 


k: 


1 —r 


이므로 


n 


인 극한을 취하면 원하는 결과를 얻는다. 


예제 


16 . 다음 무한등비급수의 수렴，발산을 조사하여라. 


2 . 4 


( 1 ) 1 + -+ 


8 


5 25 125 


(2) 、[도 —2 + 2 \pl — 4 +- 


풀이 (1) (공비의 절댓값)= \< 1 이므로 수렴한다. 

5 

⑵ (공비의 절댓값)= I - ^2 |= ^2> 1이므로 발산한다. 


예제 


17. 무한등비급수 


1 一 3 x + 9 x 2 一 27 x 3 H - 


가 수렴하기 위한 실수 x 의 값의 범위를 정하여라. 
풀이 (공비의 절댓값)=13쇠<1이므로-! 


예제 


18. 두 무한등비급수 


oo 

S 

n = 1 


4 / 


oo 

n = l 



X 


\ n 
/ 


이 모두 수렴하기 위한 X 의 값의 범위를 구하여라. 

풀이 一 1< |<1과 一 1< 으<1을 모두 만족시키는 범위를 
4 x 

구하면 — 4 < 冗 <— 3 또는 3 < x < 4이다. [ 


예제 


19 . 아래 그림과 같이 0 P =2，0 Q =1 이고 zQOP = 
90 ᄋ 인 직각삼각형 OPQ 에 정사각형 OAiBiCi 을 내접시키고， 
다시 직각삼각형 에 정사각형 시사〜이를 내접시킨다. 

Q 



P 


이와 같은 방법으로 정사각형을 계속 만들어 나갈 때，이들 정 
사각형의 넓이의 합을 구하여라. 


해설 가장 큰 정사각형의 넓이를 첫째 항으로 두고，인접한 두 
정사각형의 넓이의 비를 이용하여 공비를 구한다. □ 


B ^■수의 극한 


함수 2/ = / U ) 에서 ^의 값이 a 가 
아니면서 a 에 한없이 가까워질 때， 

/(비의 값이 일정한 값 Z 에 한없 
이 가까워지면 함수 /(비는 五에 
수렴 한다고 말한다. 

이때 Z 을 x 의 값이 a 에 한없이 
가까워질 때의 함수 /(이의 극한값 
것을 기호로 

limf(x) = L 또는 x — a 일 때 f(x) — L 

x 구 a 

과 같이 나타낸다. 



예제 


20 . 다음 극한을 조사하여라. 


⑴ lim (x — 3) 

—2 


x 2 — x — 6 


(2) i 史 2 


풀이 (1) x 7} -2 에 가까워지면 冗一3은 一2 — 3 =—5 에 가까 
워진다. 따라서 lim U -3)=-5 이다. 

x ^—2 

(2) x 국 一 2 일 때 


x 2 ~ x ~ 6 {x ~\~2 ){x ~ 3) 


x + 2 


x + 2 


x ~3 


이므로 x 가 一2에 가까워지면 X ~ X ~ 6 은 一5에 가까워진다. 


x + 2 


따^^ lim 




x 2 — x — 6 
2 x + 2 


=一5 이다. 


참고 위 예제에서 보는 바와 같이 한 점에서 함수의 극한은 


그 점에서 함숫값과 관계가 없다. 


함수 /(비 에서 x 의 값이 a 에 한없이 가까워질 때，/(비의 값 
이 한없이 커지면 fM 는 양의 무한대로 발산한다고 말하며， 
이것을 기호로 


lim/ ( 모 ) = 00 또는 x — a 일 때 f(x) — oo 

x 수 a 

와 같이 나타낸다. 

또 함수 /(비에서 x 의 값이 a 에 한없이 가까워질 때，/(비의 
값이 음수이면서 그 절댓값이 한없이 커지면 / U ) 는 음의 무한 
대로 발산한다고 말하며，이것을 기호로 

lim/ ( 모 ) =— °o 또는 x — > a 일 때 f(x) — > — oo 

x—^a 

와 같이 나타낸다. 


예제 


21 . 다음 극한을 조사하여라. 


(1) lim 




2 (x + 2)' 


⑵ lin ^^l 


x- 


풀이 ( 1 ) 冗가 一 2 에 가까워질 때 U + 2 ) 2 은 0 에 가까운 양수 
이다. 즉 , 1 의 분모가 0 에 가까운 양수이므로 이 분수는 

U + 2) 2 

매우 커진다. 따라서 lim 7 ~~ T7 = oo 이다. 

에 U + 2) 2 
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(2) x 7} 2 에 가까워질 때 b -2| 는 0에 가까운 양수이다. 즉 
의 분모가 0에 가까운 양수이므로 이 분수는 매우 커진 

다. 따라서 limn 一ᄂ f = 이다. [ 

x ^2 \ x 一 2| 

함수 i / = / U ) 에서 x 의 값이 한없이 커질 때 /(비의 값이 일 
정한 값 z 에 한없이 가까워지면，이것을 기호로 

limf(x) =L 또는 冗 _> oo 일 때 /( 冗 ) — > z 

모 — oo 

과 같이 나타낸다. 

또 함수 2/ = / U ) 에서 x 의 값이 음수이면서 절댓값이 한없이 
커질 때 함수 /(비의 값이 일정한 값 M 에 한없이 가까워지면， 
이것을 기호로 

lim fO 】 c) = M 또는 x — oo 일 때 f(x) M 

— OO 


또 : T — a -0 일 때， / U ) 의 값이 일정한 값 M 에 한없이 가까 
워지면 을 x = a 에서의 /( x ) 의 좌극한이라고 하며，이것을 
기 호로 

lim f(x) = M 또는 x — a — 0 일 때 f(x) — M 

x^>a — 0 

과 같이 나타낸다. 


좌우극한과 극한의 관계 

: r = a 에서 함수 /(이 의 좌극한과 우극한이 존재할 때 
lim f ( x ) = lim f ( x ) = L 뉴국 limf ( x ) = L . 

x^a + O x ᅱ a —0 x^a 


참고 x==a 에서 / Or ) 의 좌극한과 우극한이 각각 존재하더라 
도 그것이 갈지 않으면 x = a 에서 /(비의 극한은 존재하지 않 


과 같이 나타낸다. 

그리고 x ^ oo 또는 x ^ 一⑴일 때， / U ) 가 양의 무한대나 
음의 무한대로 발산하면 이것을 기호로 

\imf(x) = oo, lim/U) =-。。， 

x—^oo x—>oo 

lim f(x) = oo, lim f(x) =-oo 

: 수一 oo 供 — 一 oo 

와 같이 나타낸다. 


예제 


22. 다음 극한값을 구하여라. 


⑴ lim 


x- 


X / 


⑵ lim 


X^> 一 OO 


X / 


풀이 분모가 엄청 커지면 분수는 
서 두 극한 모두 극한값은 0이다. 


0에 한없이 가까워진다. 따라 


□ 


예제 


23. 다음 극한을 조사하여라. 


⑴ lim \fx 


x- 


(2) lim (l — x ){\-\- x ) 


一 OO 


⑶ lim l 


一 OO 


X 


(4) lim 


x- 


X 


(5) lim (2 또 + 5) 


X- 


(6) lim {-x 2 + 2x-l) 


一 OO 


풀이 a ) 

⑷ 0 


⑵ - 
( 5 ) oo 


⑶ 1 

( 6 ) - 


일반적으로 : r —a + 0 일 때，/(비의 값이 일정한 값 i ： 에 한없 
이 가까워지면 스을 x = a 에서의 /(이의 우극한이라고 하며， 
이것을 기호로 

lim f(x) = L 또는 x — a + 0 일 때 /Or) — > L 

x —> a +0 

과 같이 나타낸다. 


예제 


24. 함수 /(비가 다음과 같이 정의되었을 때 ，: r = 0 에서 
-한，우극한，극한을 조사하여라. 


⑴ / U ) = 브土프 (2) g ( x ) = - (3) h { x ) = 된 

rp nr* rtr* 

*Ay tAy e 乂 y 

풀이 (1) lim f ( x ) = lim x = lim (x + l ) = 1, 

—0 —0 ^ —0 

lim f ( x ) = lim x — lim (x + l ) = 1, 

+0 cc 구 +0 ^ +0 

limf ( x ) = lim = limU + l ) = l . 

x^O ^ x^O 


(2) lim f ( x ) = lim — = -°°, 

—0 —0 ^ 

lim f ( x ) = lim — = °°. 

+0 +0 ^ 

점 : T = 0 에서 좌극한과 우극한이 모두 존재하지 않으므로 
(발산하므로) x = 0 에서 / U ) 의 극한은 발산한다. 

(3) lim f ( x ) = lim — = lim (—1) = — 1， 

—0 a: 구一 0 ^ —0 

s | T | s 
lim f ( x ) = lim —— = lim 1 = 1. 

+0 +0 ^ +0 

점 ; T = 0 에서 (좌극한) 국 (우극한)이므로 
冗 = 0에서 /(비의 극한은 발산한다. 


참고 다음과 갈은 경우에는 다음 X 의 값에서 좌극한과 우극 
한이 다를 수 있으므로 주의한다. 

⑴ 분수함수 : 분모가 0이 되게 하는 冗의 값 

(2) 구간이 나누어져 정의된 함수 : 구간의 경계가 되는 x 의 값 

(3) 절댓값 기호를 포함한 함수 : 절댓값 기호 안의 식의 값이 
0이 되게 하는 x 의 값 

(4) 가우스 기호를 포함한 함수 : 가우스 기호 안의 식의 값을 
정수가 되게 하는 x 의 값 
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예제 


_ 25. 다음 극한을 조사하여라. (단， 

최대의 정수이다.) 


x 


X 


보다 크지 않은 


⑴ lim 


X ~1 


x^l X — X 


⑵ lim ( t 文] + 1) 

x ^2 


풀이 (1) 冗一 1 〉 o 일 때에、 

lx — 11 


x — 1 


X — 1 


冗一 1 < 0일 때에 

이므로 

(좌극한)= 


nr* - nr* 

•aj tAy 


X 2 -X x ( x - l ) 
— (x — l ) _ 1 

X 


X 


x\x 


- 1 ) 


lim 


a : 구 1-0 X 


(우극한): 


lim 부一 — = lim — 

x ^ l +0 X —X a ;^ l +0 x 


이다. (좌극한)국(우극한)이므로 冗 = 1에서 극한은 존재하지 않 
는다. (발산한다.) 

(2) 1<모<2일 때 [ x ] = 1 이므로 

(좌극한)= lim (M + 1) = 1 + 1 = 2, 

— 0 

2< x <3 일 때 [ x ] = 2아.ᄆ■로 
(우극한)= lim ([x 

a; 구 2 + 0 


+ 1) =2 + 1 =3. 


즉 (좌극한) 국(우극한)이므로 x = 2 에서 극한은 존재하지 않 
다. (발산한다.) 


함수의 극한에 관한 성질 

limf ( x ) = A , lim 요 U )= 쑈일 때 


x^a 


x 수 a 


① limcf ( x ) =cA (단， c 가 상수일 때.) 

x^a 

x^a 

③ lim {/( x ) - g ( x )}= A-B 

x^a 

④ limf ( x ) g ( x ) =AB 


x^a 


⑤ lim 


/( x ) _ A (단，요⑵ 유 q , 及 유 o 일 때.) 


x^a 


分 U ) B 


위 등식들은 a 가 실수일 때， a 가 양 
에도 성립한다. 


음의 무한대일 때 


예제 


26. 두 함수 /( X )，요 ( x ) 에 대하여 

lim / (모) =2, lim {/( x ) +2^( x )}=4 


X- 


X- 


일 때 ， lim 의 값을 구하여라. 


x- 


2/( x ) +6 p ( x ) 


풀이 lim 요(비= lim 


x- 


X- 


— { f { x )+2 g ( x )}~ —/( x ) 


r —多。。 스 1 nr —多。。 스 1 


— lim {/(또) +2分(:文)}— — lim / (모) 


2 


x- 


2 


x- 


= ¥ .4- ¥ .2이이므로 


lim 


x- 


f ( x )-2 g ( x ) 2 — 2.1 

2 f { x )+6 g { x ) 一 2 • 2 + 6 • 1 


0 


예제 


28. 다음 극한값을 구하여라. 


⑴ lim 


x- 


x z +x — 2 
x~l 


⑵ lim 

x ^3 


\/모 + 1 _ 2 

x ~3 


풀이 (1) (준식) = lim 나 + 2 ) 0 !- 1 ) =limU + 2) 


x- 


x- 


(2) (준식 ) =lim 

x 구3 


lim 


x — l 

( 〜/ 또 +1 — 2)( 〜/또 +1 +2) 

“c — 3)( •、/또 +1 +2) 

x ~ 3 , . 

lim - 


X- 


예제 


29. 다음 극한을 조사하여라. 


⑴ lim - 


1 그 
X—1 


3 


X- 


x — 1 


(2) lim 


3x ~h x ~ 2 
~2 


풀이 ⑴(준식)= lim 


.X 


2乂+ 1 

— l)( V?+ \fx + 1) 


lim - 


X 


( l/x — l )( \[ x ^ + l/x + l ) 

— l )( V ? + Vx +1) 


ᅭ ᅩ X — 1 

lim ( \ fx ^ + l/x +1) 


X- 


(2) (준식) = lim 


X- 


3+ i ~ j 

2 + ^r 


3+0-0_3 
2 + 0 


x 


예제 


30. 다음 극한을 조사하여라. 


⑴ lim 


x- 


2 x 2 — 4 x +1 
x ~3 


2 x~l 


(2) lim f — - 

모구 — 00 y x 2 -\-^x 


부인: lim (- 

_ 丄、 

=~1, 

2- 0-2 ~ 

= 수-4. □ 

X —X a ;^ l - o \ 

X ) 





예제 


3 x 2 +4/( x ) 


2 일 때 


lim 2 ( 、 

2 x — fyx ) 


의 값을 구하여라. 


풀이 lim 3x2 2 +4/ /^ -lim 

x — >0 f \X ) x — >0 


3 x + 4 


f ( X ) 


X 


2 x — 


f ( x ) 


X 


3•0+4•2 


8 


3 


3 (x — 3)( V 노 + 1+ 2) x ^3 yjx ~\~ \ + 2 4 


풀이 a ) 주어진 식의 분모와 분자를: r 2 으로 나누면 


2 x -4 + 


(준식)= lim 




X 


X- 


1 -A 

x 

(2) 주어진 식의 분모와 분자 

-2 + — 


르 

sT 


X 


로 나누면 


(준식)= lim 


X 


-2 + 0 


X 구 一 oo 


1-A 


〜/.I — 0 


=一2 


X 
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예제 


31. 다음 극한을 조사하여라. 


(1) lim { x 2 — 3 x + 2 ) 


(2) lim {x ~ 、卜 3 ? 一 3 x + 1 


X- 


X- 


풀이 (1) (준식): lim x 2 ( i --+4 


一 OO 




/ 0 、 > i \ 1 • ix~\x ~ 3 x +1) (x + y x ~ 3 x + 1 

(2) (준식) = lim - - 


x- 


X 


+、j 근 — 3 x +1 


3 x 一 1 


lim —— n - - 

a；^oo x -\- ^ x — 3^ + 1 


3- 


lim 


X 


x- 


1 + 


1-A- 


~2 


x 


예제 


32. 다음 극한값을 구하여라. 


(1)1 ™ x\x + l 4 x + l / 


(2) limx 1- 


x- 


V 2 x + 1 
\Plx 


4 x +1 — (x +1) 


풀이 ⑴ (준식 )^ ( x + i)( 4x + i ) 


그런데 


이므로 


이다. 





lim 

公 ; 구 OO 


COSX 

X 


^■수의 연속 


함수 / Or ) 가 실수 a 에 대하여 세 조건 

( i ) x = a 에서 /( x ) 가 정의되어 있다， 

( ii ) a : = a 에서 / Or ) 의 극한값이 존재한다， 

( iii ) x = a 에서 /( x ) 의 극한값과 함숫값이 일치한다 

를 모두 만족시킬 때，함수 f ( x ) 는 = a 에서 연속이라고 말한 
다. 반면에 만약 /( x ) 가 x = a 에서 연속이 아닐 때，함수 f ( x ) 
는 = a 에서 불연속이라고 말한다. 

예를 들어 다음과 갈은 함수 / U ) 는 : r = l 에서 연속이다. 


1 • 1 3 ^c 1 • 3 

= lim — . —근- = lim —근- =3. 

x Ax + 5x +1 Ax + 5x + 1 


⑵ (준식)= lim ^ • 

x^oo 


= limx • 

X^OO 



\j2x _ 、 j2x +1 

\ f2x 

x - 、 J2x +1) ( 、 J2x + 、 J2x +1) 
\Plx ( \/~2x + 、卜 lx +1) 


lim 


X 


X- 


2 x + 、 j 4 x 2 -\~2 x 


lim 


x- 


2 + 




함수의 극한의 대소관계 

limf ( x ) = A , lim 요 U )= 公일 때 

x^a x^a 

① a 에 가까운 모든 冗에 대하여 f ( x ) < 요 Or ) 이면 A < B . 

② a 에 가까운 모든 冗 에 대하여 f ( x ) < h ( x ) < 요 Or ) 이고 
고 = 끄이면 \ imh ( x ) = A . 

x^a 


예제 


33. 다음 극한값을 구하여라. 


(1) limxsin 


0 


X 


(2) lim 


X- 


COSX 


X 


풀이 (1) : T 국 0 인 




x 에 대하여 


\x\ < 


xsm 


x 


< \x 


이고 lim (시비) = limW = 0이므로 

x^O x^O 


lim 

x^O 


xsm 


x 


0 


이다. 따라서 limx sin 一 = 0 이다. 

: r 구 0 ^ 


⑵ 




양수 x 에 대하여 


X 


COSX 

<-< 

X 


X 


이 성립^다. 



그러나 다음 두 경우 요 ( x ) 와 h ( x ) 는 冗 = 1에서 불연속이다. 



연속함수의 성질 

두 함수 fix ), ^ U ) 가 ” = a 에서 연속이면 다음 함수들도 
冗 = (2에서 연속이 다. (단， C 는 상수) 

① c/U) ② /Or) + 요 Or) 

③ f ( x )~ g ( x ) ④ f ( x ) g ( x ) 

⑤ ^ g { x ) (단 ， g (、 x ) 유 0일 때) 


예제 


34 . x = 0 에서 다음 함수의 연속성을 조사하여라. 


(1) fix ) 




X 

0 


(x 국 0) 
(x = 0) 


⑵ f ( x ) = lx 


풀이 a ) : r=o 에서의 함숫값은 /( o)=o 이고 극한값은 

limf ( x ) = lim x +x = lim (또 + 1) = l 

x^O x^O ^ x^O 

이므로 (함숫값)국 (극한값)이다. 따라서 /(비는 ” = o 에서 불연 
속이다. 
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(2) x = 0 에서의 함숫값은 /(0) =0이고 극한값은 
(좌극한)= lim f ( x ) = lim \ x \= lim (—0=0, 

— 0 cc 구一 0 — 0 

(우극한) = lim f ( x ) = lim \ x \= lim ^ = 0 
+0 +0 +0 

이다. 따라서 x = 0 에서 (함숫값) =( 극한값) =0 이므로 /(비는 
x = 0 에서 연속이다. [ 


참고 연속이 아닌 함수는 최댓값과 최솟값을 갖지 않을 수 있 
다. 예를 들어 



i f x ^ 0 
i f x = 0 


으로 정의된 함수 /(이는 [一1， 1] 에서 최댓값과 최솟값을 갖 
지 않는다. □ 


실수 a, 6에 대하여 구간을 다음과 같이 정의한다. 

a , 6] = {冗 | a 브 : r 브 6 }， ( a , b) = {x \ a < x <b} 
a, b) = {x \ a < x < b}, (a, b] = {x \ a < x < b} 
a, co) = {x \ a < x}, (a, co) = {x \ a < x} 

(oo, 6] = {冗 I 브 6 }， (oo, b) = {x\x <b} 

이때 점 a 를 구간의 왼쪽 끝점， b 를 구간의 오른쪽 끝점이라고 
부르며，이 두 끝점을 통틀어 구간의 끝점이라고 부른다. 

위 구간들 중에서 [ a , 이를 닫힌구간， ( a , 幻 를 열린구간， [ a , b) 
와 [ a , 이를 반닫힌구간 또는 반열린구간이라고 부른다. 

함수 / U ) 가 어떤 구간에 속하는 모든 실수에 대하여 연속일 
때 / Or ) 는 그 구간에서 연속이라고 말하고 이때 /(비를 연속 
함수라고 부른다. 

단，구간의 왼쪽 끝점에서는 우극한을 이용하고 구간의 오른쪽 
끝점에서는 좌극한을 이용하여 연속을 판정한다. 예를 들어 함 
수 /( x ) 가 두 조건 

( i ) 열린구간 ( a , 6) 에서 연속이다， 

( ii ) lim f(x) =f(a), lim fix) =f(b) 

x^a + 0 x^b—0 

를 모두 만족시킬 때， / Or ) 는 닫힌구간 [ a , 6] 에서 연속이라고 
말한다. 


참고 아래 그림에서 볼 수 있는 것처럼 /(비가 [ a , 6] 에서 연 
속일 때에는 최댓값과 최솟값을 구간의 끝점에서 가질 수도 있 
고 구간의 내부에 있는 점에서 가질 수도 있다. 




예제 


36. 이차함수 /( 모) = x 2 -2 x + 3 이 [0, 3] 에서 최댓값과 


최솟값을 가짐을 보여라. 


풀이 두 가지 방법으로 풀어보자. 


방법 1 . /Or) = Or — I ) 2 +2이므로 " = /0r) 의 그래프의 꼭짓 
점의 좌표는 (1， 2) 이다. 이때 1은 [0, 3] 에 속하는 점이므로 
/ Or ) 는 : r = l 일 때 최솟값 2를 가전다. 한편 구간의 끝점에서 
함숫값을 구해보면 /(0) =3, /(3) =6이므로 冗 = 3일 때 최댓 
값 6을 가전다. 

방법 2. / Or ) 는 [0， 3] 에서 연속이므로 최댓값과 최솟값을 가 
진다. □ 


예제 


35. 함수 f { x )7\ 



(x 국 0) 
(x = 0) 


로 정의되었을 때 / U ) 가 [0, 1] 에서 연속이 되도록 상수 사의 
값을 정하여라. 


풀이 : r = 0 에서 / U ) 의 우극한은 

lim f ( x ) = lim = lim (x + l ) = 1 

+0 +0 ^ +0 

이다. 따라서 사 = 1이라고 하면 

Or = 0 에서의 함숫값 ) =(x = 0 에서 의 우극한) 

이 되어 : r = 0 에서 /( x ) 가 연속이 된다. 따라서 A : = l 이다. = 


참고 위 예제에서 보는 바와 같이 연속함수의 최대• 최소 정리 
를 이용하면 최댓값과 최솟값을 직접 구하지 않더라도 주어진 
구간에서 함수가 최댓값과 최솟값을 가진다는 사실을 알 수 있 
다. □ 


연속함수의 중간값 정리 

함수 f ( x ) 가 닫힌구간 [ a , 6] 에서 연속이고 /( a )#/(6) 일 
때， /( a ) 와 /( b ) 사이의 임의의 값 저에 대하여 /( c ) =託인 
c 가 열린구간 ( a , b ) 에 하나 이상 존재한다. 


참고 아래그림에서 보는 바와 같이 /( c ) = A :를 만족시키는 c 
가 ( a , b ) 에 두 개 이상 존재할 수도 있다. 


연속함수의 최대 • 최소 정리 

함수 /(비 가 닫힌구간 [ a , 6] 에서 연속이면 f (、3 c ) 는 이 구간 
에서 반드시 최댓값과 최솟값을 가전다. 


참고 닫힌구간이 아닌 경우 연속함수가 최댓값과 최솟값을 갖 
지 않을 수도 있다. 예를 들어 (一1， 1) 에서 로 정의 

된 함수 /(비는 최댓값이나 최솟값을 갖지 않는다. □ 
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참고 중간값 정리는 방정식의 근이 존재하는지 알아볼 때에도 
사용된다. 


즉 평균변화율은 그래프 위의 두 점 ( a , /( a )) 와 ( b , /(&)) 를 
지나는 직선의 기울기이다. 



위 그림과 같이 연속함수 /(이 에 대하여 /( a ) 와 /(니의 부호 
가 다르면，즉 /( a )/ O )<0 이면 방정식 / U )=0 은 열린구간 
( a , b ) 에서 하나 이상의 근을 가전다. □ 


예제 


_ 37. 다음 방정식이 주어진 구간에서 적어도 하나의 실 

을 가짐을 보여라. 


(1) x 4 — x 3 — 7x +1 = 0 


1， 1) 


(2) x — cos x 



7T 、 


풀이 (1) / Or ) = 冗 4 — 冗 3 — 7冗 + 1 이라고 하면 

/(- 1 )/( 1 ) = 10 • (- 6 ) <0 
이므로 / U )=0 은 (-1, 1) 에서 근을 가전다. 

⑵ f(x) = 冗 一 COST 라고 하면 



이므로 : T-COS：T = 0 은 | o , 중 에서 근을 가전다. 


B 미분계수와 도함수 

함수 2/ = / U ) 에서 冗의 값이 a 에서 6까지 변할 때，2/의 값은 
/( a ) 에서 /( 뇌 까지 변한다. 이때 

: r 의 값의 변화량 b — a 를 冗 의 증분， 

2 /의 값의 변화량 f [ b )- f [ a ) 를 2 /의 증분 

이라고 부르고，기호로 각각 /뇨，와 같이 나타낸다. 즉 

Ax = b~a, Ay = f(b) _/(a) 

이다. 또한 

ᅀ y = / ⑴ - /( a ) = f{a + Ax) -/( g ) 

Ax b — a Ax 

를 冗의 값이 a 에서 간까지 변할 때의 함수 2/ = /( x ) 의 평균변 

화율이라고 부른다. 



예제 


38. 함수 /( X )= X 2 에서 : T 의 값이 1 에서 2까지 변할 때 
평균변화율을 구하여라. 


풀이 


/(2)-/(1) _ 4-1 


2-1 


3. 


예제 


39. : r = 2 일 때와 冗 = 4 일 때 /0r)=— 2 冗 + 1 의 그래프 


위의 두 점을 지나는 직선의 기울기를 구하여라. 


풀이 


/(4)-/(2) -7-(-3) -4 


4-2 


4-2 


2 


=- 2 . 


참고 상수함수와 일차함수의 평균변화율은 일정하다. 즉 

f ( x ) = ax-\~b 

라고 하면，서로 다른 두 점 '，。에 대하여 

f ( x 2 ) —/( x x ) { ax x ~\~ b ) — ( ax 2 + b ) 

- = - = a 

nr* - ry* rp - /y» 

tAy ^ 1 t-fy ^ 1 

이므로 평균변화율은 그래프의 기울기와 갈다. 이처럼 그래프가 
직선인 경우 평균변화율은 일정하며 그 값은 그래프의 기울기와 
동일하다. □ 


함수 2/ = /0 r ) 에서 : r 의 값이 a 에서 a + Zkc 까지 변할 때의 평 
균변^^은 


ᅀ y = fja + Ax) -/(a) 

Ax Ax 


이다. 여기서 Z\x ᅳ0일 때，평균변화율의 극한값 


lim lim 

Ax 0 /\ x o 


f{a + Ax) -/(a) 

Ax 


가 존재하면 이 값을 함수 ?/ = /(비의 ;r = a 에서 순간변화율 
또는 미분계수 라고 하며，이것을 기호로 



와 같이 나타낸다. 



참고 미분계수의 정의에서 a + Ax = xS . 놓으면 Ax = x —a 
이고 /난수 0 일 때 冗 —> (2이므로 미분계수는 

f(a)=lim f{x) Z f{a) 

x^a 公 : (조 


로 나타낼 수도 있다. 
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미분계수의 기하학적 의미 

함수 있 = /(冗) 에 대하여 x = a 에서의 미분계수 f { a ) y \ 
존재할 때， /( a ) 는 곡선 y = f { x ) 위의 점 ( a , /( a )) 에 
서의 접선의 기울기와 갈다. 


예제 


거라. 


방법 


40. / Or )= x 2 일 때 冗 = 2에서 /( x ) 의 미분계수를 구하 


풀이 두 가지 방법으로 구해보자. 

/(2 + A 文 ) — /( 2 ) 


"(2)= lim 

Ax ^ 0 


lim 

Ax^O 


(2 + Ar ) 2 - 신 

Ax 


Ax 


lim 

Ax^O 


(Ax) 2 -\~AAx 

Ax 


lim (Ac + 4) = 4. 

Ax^O 


방법 2. /(2) = lim 


/U)-/(2) 


X- 


lim 


x- 


x -2^ 
x — 2 


lim 


x- 


x — 2 

( 모 + 2)(x —2) 

x — 2 


limU + 2) = 4, 


X- 


예제 

141. 

함수 . 

⑴ / 

，⑶ 


풀이 

⑴ 

，，(0) 

⑵ / 

'( l ) = lim 


= v — 1 에 대하여 다음을 구하여라. 
⑵ f ， (l) ⑶ f(x) 


/(x)-/(0) 


x^O 


x~0 


limx = o . 

x^O 


lim - 


[ x ' 


^ q 冗 — 1 „ ，丄 

(x + l )( x - l ) r / . 

m --- = iimUc + 1 j : 

1 X — 1 x^l 


i )-( i 2 - i ) 
^ — 1 


⑶ 


( x )= lim 

Ax^O 


X i x- 

f{x + Ax) 一 / U) 


x — 1 

2 . 


Ax 


lim 

Ar 구 0 


{(x-\~Ax) 2 — l}— {x 2 — 1) 


Ax 


lim 2xAx ^ Ax ^ 2 = \{ m {2 x + Ax 

Z \ x ^0 


2 x 


참고 상수함수의 미분계수는 항상 0이고，일차함수의 미분계 
수는 항상 일차항의 계수와 같다. 즉 / ( x ) = ax + 6라고 하면 



= lim 

Ax^O 


f{x + Ax) -f(x) 

Ax 


lim 

Ax^O 


{a(x -\- Ax) +6}— (a 公 H_6) 

Ax 


lim 

Ax^O 


aAx 

Ax 


= a 


이므로 f ( x ) == a 이다. 


참고 고등학교 과정에서 미분은 주로 그래프의 기울기와 관련 
하여 정의된다. 하지만 본래 미분의 의미는 넓게 보면 ‘아주 작 
게 자른 조각’이며，좁게 보면 ‘서로 관계있는 양들 사이의 순간 
적인 변화의 비율’이다. 


예제 


42. 곡선 y 

식을 구하여라. 



一 2 x 위의 점 (2, 0) 에서의 접선의 방정 


풀이 / Or ) = 冗 2 — 2冗라고 하면 


"( 2 ) 


lim 

Ax^O 

lim 

Ax^O 


f{2 + Ax) ~f(x) 

Ax 

{(2 + Z \ x ) 2 + 2(2 + Z \ x )} — (2 2 — 2 • 2) 

Ax 


lim ^ Ax ^ 2Ax = — {Ax + 2) = 2 

ZaX Ax^ 0 


이다. 따라서 접선의 기울기는 2이다. 이 직선은 (2, 0) 을 지나 
야 하므로 구하는 접선의 방정식은 y = — 2)+0 이다. 이것 

을 예쁘게 바꾸면 를 얻는다. □ 


예제 


43. 함수 / U ) 에 대하여 /( a ) = l 일 때，다음 



구하여라. 


⑴ lim 

h —>0 



h)-f(a) 

~h 


(2) lim 

h — >0 


/(a + /i 2 ) -/(a) 
h 


풀이 ⑴ (^)=lim /(a ~^~ /(a) • (-D 

h^O 一八 

= f ( a ) • (- l )=- l . 

⑵ (^)-lim /(a + /l2) 2 ~ /(a) • h 

h — >0 h 

= f (a) • lim 八 :/’ (a) *0 = 0. 

h — >0 


함수 /( x ) 의 x = 
f ( a ) = lim 

Ax^O 


a 에서의 미분계수 

f(a + Ax)-f(a) 

Ax 


= lim 

x^a 


fix ) - f ( a ) 

x — a 


가 존재할 때，함수 / U ) 는 : r = a 에서 미분가 능하다고 말한다. 

또 함수 / Or ) 가 어떤 구간에 속하는 모든 x 에 대하여 미분가 
능할 때，함수 f (、 x ) 는 그 구간에서 미분가 능하다고 말한다. 


미분가능성과 연속성 

함수 / Or ) 가 : r = a 에서 미분 가능하면 /(冗)는 x = a 에서 
연속이다. [그러나 일반적으로 그 역은 성립하지 않는다.] 


증명 함수 /(비가 : r = a 에서 미분 가능하다고 하자. 그러면 
limf ( x ) = lim f 。) _7( a ) (x — a) +/( a ) 

X 세 L X 세 1 ^ _ ^ 

= /’ (a) lim(x — a) +/(a) 

= /’(a) • 0 + /(a) =/(a) 

이므로 f (、 x ) 는 ;r = a 에서 연속이다. ■ 


참고 위 명제의 대우를 이용하여 주어진 함수가 미분 불가능 
함을 보일 수 있다. 


고등학교 수학 요약노트 


• • • 


56 


미분과 적분 



































































예제 


44. 다음 함수가 x = 0 에서 미분 가능한지 판별하여라. 


( 1 ) /( 


x 


X 


(2) g(x) = \x 


(3) h ( 


x 


x 


풀이 (1) 미분의 정의에 따르면 


lim 

Ar 수 0 


/(0 + Z \ x ) 一/ (0) 
Ax 


lim 

Ar 구 0 


(Ax)' 

Ax 


0 


이므로 / Or ) 는 : r = 0 에서 미분 가 


ᄋ 


(2) 미분의 정의에서 좌극한과 우극한을 구해보면 


lim 

Ax ^ — 0 

lim 

Ax^ +0 


g(O^Ax) 一分 (0) 

Ax 

g(O^Ax) 一分 (0) 

Ax 


lim 


\Ax | 


Ax ^ — 0 

y I Ad 
lim - t — 

Ax^+0 


lim (-1) =~ l , 

Ax^—0 

lim 1 = 1 

Ax^—0 


이므로 (좌극한)국 (우극한)이어서 극한 


lim 

Ax^O 


g(0^Ax)-g(0) 

Ax 


은 존재하지 않는다. 따라서 x = o 에서 요 U ) 는 미분 불가능하다. 

(3) 좌극한과 우극한을 구해보면 

lim h ( x ) = lim [ x ]=- l , lim h ( x ) = lim [ x ] = 0 
—0 —0 +0 +0 

이므로 h (五、)는 x = 0 에서 불연속이다. 따라서 h (、 x ) 는 x = 0 에 
서 미분 불가능하다. □ 


참고 위 예제의 (2) 에서 보는 바와 같이 연속이지만 미분 불 
가능한 경우가 존재한다. □ 


함수 / U ) 가 정의역에서 미분 가능할 때 / U ) 는 새로운 함수 
가 된다. 이 함수를 / U ) 의 도함수라 고 부르고，기호로 



dy d ( 
dx dx X 


와 같이 나타낸다. 


함수 2/ = / U ) 에서 도함수 / U ) 를 구하는 것을 함수 f ( x ) 를 
冗에 대하여 미분한다고 하고，그 계산법을 미분법이라고 부른 

다. 


단항함수의 미분법 

y = x n 을 미분하면 y = nx n ~ l . (n 은 자연수) 


증명 f(x) 

f(x) = 


n ( 


lim 

h — >0 


고 이라고 하면 

f(x~\rh) -f(X) 


h 


, . {x -\- h) n — x n 

lim - ； - 

h^o h 


r {x h ~ x ) {{x h) n 1 ~\~ {x h) n 2 요 H - h 

= lim - ； - 

h—0 八 

h — M3 

= x n ~ l + x n ~ l +- + x n ~ l = nx n ~ l . 

• v 

n times 


참고 미분법 공식 ?/ = nf — 1 에서 冗 = 0이고 n=l 인 경우 
편의상 一 1 = 0ᄋ = 1 인 것으로 약속한다. 


여러 가지 함수의 미분법 

두 함수 fix ), 요 (X) 가 미분 가능할 때 다음이 성립한다. 

① 2 / = c /0 r ) 이면 y =cf ( x ). (단， C 가 상수일 때) 

② 2/ = /U)+5 ， U) 이면 y = /’ ( 모 ) 十分 ’( 모 ) . 

③ " = / U ) iU ) 이면 y = f { x)~g ( x ). 

④ 2/ = /(니分(비 이면 y = f ( x ) g ( x ) -\- f ( x ) g r ( x ). 

(B y = °13 I g ( x ) ^ 0, g ( x ) ^ 0 이면 
/ = f ( x ) g ( x ) ~ f ( x)g ( x ) 

V ~ {出)} 2 . 


증명 극한의 성질에 의해 다음을 얻는다. 

② ' = lim ^^ xJrh ^ + 9{x + h )]-[ f { x )+ g { x )_ 

h 구 o h 

= H m /U + 八)-/ U ) ! 分 U + 八 ) ~gM 


h 예 h 

/’U)+ 分 ’( 모 ). 


h — >0 


h 


④ V 


lim 

h — >0 

lim 

h — >0 


f{x + h)g{x + h) -f(x)g{x) 

h 

f{x + h) 9{x + l ： )9{x) 쓰니 _ f[ 


x 


h 


h 


f (x)g(x) +f(x)g {x). 


f{x + h ) /( 


x 


⑤ V 


lim 

h — >0 


g{x + h ) g(x) 


h 


1 


1^5 g{x + h)g{x) 


g { x ) 


f{x + h) -f(x) 
h 


/( 


x 


g{x + h ) ~ g { x ) 
h 


r (x)g(x)~g r (x)f(x) 




x 


( D 은 ④에서 g(x) =。로 두면 된다. 

③은 /(니 + (_1)5和)를 미분하면 된다. 



예제 


45. 다음 


함수를 미분하여라. 


(1) y = x 2 + 2x (2) y= 

풀이 (1) 少=2冗 + 2 (2) V = ^ 


예제 


46. 다음 


수의 


도함수를 구하여라. 


⑴ f(x) = (x + l)(x 2 + 1) (2) g(x) = (x 3 + l)(x 2 — l) 


풀이 ⑴ f r ( x ) = ( x -\~ l) r ( x 2 +1) + (x + l )( x 2 + l) r 
= 1 • ( x 2 + l)+(x + l ) • 2 x 

— x 2 +1 + 2; 文 2 + 2 x = 3 또 2 + 2 x +1. 


(2) g (x) = (x 3 +1)’ (x 2 — 1) + (x 3 + l)(x 2 _ 1)’ 

— 3x 2 • ( 모 2 — 1) + ( 모 3 +1) • 2x 
= 3x 4 一 3x 2 + 2x 3 + 2x = 3x 4 + 2x 3 — 3x 2 + 2x. 
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예제 


47. 다음 함수의 도함수를 구하여라. 


( 1 ) /( 


x 


X + 1 

x — 2 


⑵ g ( 


X 


y + l)(x-l) 

X 2 -1 


풀이 ⑴ / u ) 


K X -\r l) r (x — 2) — (x -\r l) (x — 2) r 


X 


_ 2 ): 


(x — 2) — (x-\-1) 

——U-2) 2 —— 


U-2) 2 . 


⑵ 9 ( 


x 


{(x 2 +l){x-l)\{x 2 -l)-{x 2 +l){x-l)(x 2 -iy 


(x 2 -ly 


위 식의 분자를 계산하면 


( 분자 ) = ( 모 2 + 1 乂 Or — 1 ) ( 모 2 — 1 ) 十 (x 2 十 1 )(모 一 1)’ {x 2 — 1) 

一 U 2 + 1)U-1)U 2 -1 )， 

= 2x • (x — l) (x 2 一 1) + (x 2 +1) (x 2 — 1) 

— (x 2 + l)(x — l) • 2x 

= (x — 1) 2 ( 또 2 +2x — l) 

이다. 따라서 다음을 얻는다. 

,,、 {x — l) 2 (x 2 + 2x — 1 ) x 2 + 2x — 1 

d W= {(x + l)(x-l )} 2 


다른 풀이 


g{x) 



x 2 + l 
x + l 


이므로 


9 



{x 2 + l) r (x +1) — {x 2 + l)(x + l) r 

u + 1) 2 


2x{x ~\~l) — {x 2 +1) x 2 -\~2x — l 

U + l ) 2 (x + 1) 2 


Q 여러 가지 미분법 


이제 다양한 방법으로 표현된 함수의 미분법을 살펴보자. 


연쇄법칙 (합성함수의 미분법) 

두 함수 fix), 요 Or ) 가 미분 가능하고 합성함수 g ᄋ f7} 존 
재할 때 다음이 성립한다. 

① " = 요 (/( 모 )) 이면 y =g (f(x))f (x). 

② 2 /={/ U )} n 이면 y =n{f(x)} n ~ 1 f(x). 


증명 ① y = g(u), u = /0 r ) 가 미분 가능하다고 하자. / Or ) 의 
변화율이 0이 아니면 

， d y i： inn g{f{x + h))-g{f{x)) 

y =- 7 - = lim - - - 

dx 八서 ) ri 

= 1im 9 (f(x + h))~g(f{x)) . f{x + h) ~f(x) 

h 구 o f{x + h) ~f(x) h 


au ax 

한편 / Or ) 의 변화율이 0 이면 자명하게 

% ^ _ d V . 


y 


dx 


0 


dy 


du 

dx 


가 성립^다. 


② g(x) = x n ^LS. 두고 ①을 적용하면 된다. ■ 


참고 연쇄법칙은 


dy = dy 
dx du 


斤 # 세다. 


예제 


48. 다음 수의 


구하여 라. 


(1) f(x) = (2 또 2 — 1)’ 


(2) g(x) = (x 3 + 2 x) 3 (x 3 — 2x) 


풀이 (1) f(x) = 3(2x 2 -l) 2 (2x 2 -lY 
= 3(2 또 2 — l) 2 • 4 요 ; = 12 公 ;(2 冗 2 — l) 2 . 


⑵ g ( x ) = ( x 3 + 2 x ) 3 ( x 3 ~2x) 2 

= { x 3 + 2 x ){( x 3 + 2 x )( x 3 — 2 x)Y 
= { x 3 -\- 2 x ) ( x 6 — 4 x 2 ) 2 
이므로 

g { x ) = {3 x 2 + 2) (모 6 — Ax 2 ) 2 

+ ( x 3 + 2 x ) • 2( x 6 — 4 x 2 ) • (6 x 5 — 8 x ). 


예제 


49. : r 에 대한 다항식 f(x) = x 10 — ax -\~b7} Or — l ) 2 으 


로 나누어떨어질 때，상수 a, 6 의 값을 구하여라. 


풀이 다항식 /(이를 U — I ) 2 으로 나누었을 때의 몫을 g(x) 
라고 하면 f(x) = (x — l) 2 g(x) 이므로 

x 10 — ax-\~b = (x — l) 2 g(x) ••- Q 

이다. 양변을 ^에 대하여 미분하면 

10x 9 — a = 2(x — l)g(x) ~\r (x — l) 2 g (x) ••• © 

이다. $ = 1을 0)，©에 대입하면 

l—a-\-b = 0, 10 —a = 0 

이고 이것을 연립하여 풀면 a =10, 6 = 9이다. □ 


참고 다항식 / U ) 가 Or — a ) 2 으로 나누어떨어질 조건은 

fM = 0 , f (a) =0 
을 만족시키는 것이다. 


예제 


50. 다음 


함수 /(비가 




bx~\~3 
x 2 + a 


(x > l) 
(x < l) 


이고 : r = l 에서 미분 가능할 때 상수 a , 6의 값을 구하여라. 
풀이 / (X ) 가 X = 1 에서 미분가능하면 X = 1 에서 연속이므로 


lim(x 2 +a) =/(l) 

X^l 


이다. 즉 l + a = 6 + 3 이다. 한편 冗 = 1에서 / Or ) 이 미분가능하 

므로 


lim , 

에 +0 X — 1 




lim 

— 0 


X~1 


= 2 


에서 6 = 2 이다. 이것을 l+a = 6 + 3 에 대입하면 a = 4이다. 
따라서 a = 4，6 = 2이다. 


일반적으로 두 변수 : r ，y 사이의 관계가 변수 f 를 매개로 하여 

x = f ( t ), y = g ( t ) 

의 꼴로 표현될 때 변수 쇼를 매개변수 라고 부르고，위 식을 매 

개변수로 나타내어진 함수라 고 부른다. 예를 들어 

x = 3 cost , y = 3 sint (0 < t < 2 ty ) 

라고 하면 위 식은 좌표평면에서 중심이 0이고 반지름이 3인 
원을 나타내는 함수이다. 
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한편 : r 의 함수 ?/가 /Or, y) =0 의 꼴로 주어졌을 때， y 를 冗의 
음함수라 고 부른다. 예를 들어 


예제 


54. 음함수 xy = 25 에 대하여 


生 I 

dx 


를 구하여라. 


x 2 -\- y 2 = 9 

는 / Or , 仏) =冗 2 +/—9에 대하여 f ( x , 2/)=0 으로 나타낼 수 
있으므로，위 식에서 y 는 x 의 음함수이다. 


여러 가지 미분 공식⑵ 


함수 /，요가 미분 가능할 때 

(1) 매개변수 미분법 : X 

= /(t) 이고 ?/ = 요⑷이며 

/ ⑷ 뉴 0 이면 

dy 

dy 

dt 分 ’ (t) 

dx 

dx f (t) 

dt 

⑵ 음함수 미분법 : 冗의 함수 2 /가 음함수 f(x, y) =0 의 

꼴 로 주어졌을 때， y 를 x 의 함수로 보고 각 항을 冗에 

대하여 미분하여 후 

ax 

를 구한다. 

(3) 역함수의 미분법 : y 

= /U) 의 역함수가 존재하고 미분 

가능하면 

dy _ 1 

dx dx 


dy 


예제 



51. 매개변수로 나타내어진 함수 

#를 f 의 식으로 나타내어라. 
ax 


x = 3t — 5, 



풀이 


dy 

부 = 3, 字 = 2t-3 이므로 부목=부 

at at dx dx 3 

dt 


풀이 양변을 x 에 대하여 미분하면 



D 삼각함수의 미분 

삼각함수의 극한과 미분법을 살펴보자. 


삼각함수의 극한 

① sin, cos, tan, sec, cosec, cot 는 정의역의 모든 점에서 
연속인 함수이다. 

② lim 으^ =1 (단，:네 단위는 라디안) 

x 수 0 ^ 

증명 오른쪽그림에서 

AOAB <(부채꼴 OAB)< AOAT 
이므로 : r 〉0일 때 

1 . 1 1 ᅩ 

— sin x < —x < ~ tan x 

Lu 쇼 쇼 

이고，이 식을 변형하면 

, sin x 
1 >-> cos X 

X 



예제 


52. 음함수 : r 2 + 2/ 2 — 9 = 0 에 대하여 


손 I 

dx 


를 구하여라. 


풀이 음함수 x 2 + y 2 -9 = 0 에서 2/를 x 의 함수로 보고 양변을 
x 에 대하여 미분하면 다음과 같다. 


이다. 여기에 x ᅳ 0 +인 극 

lim 


취하면 

sin x i 
-= 1. 

x 


또한 사인 함수는 기함수이므로 


=今 


=今 


=今 


d 

dx 

d 

dx 



2x + 2y 


% 

dx 


= 0 


% 

dx 


7 ( ^ 0) 


lim 

x^ — 0 


sin x ,. sin (~x) ,. sin x 

= lim - = lim 


1. 


X 


X- 


• + 0 


x 


X- 


• + 0 


X 


좌극한과 우극한이 모두 1에 수렴하므로 주어진 극한은 1에 수 
렴^■다. ■ 


예제 


55. 


극한값 lim ^ 


sin 2 x 
— cos X 


를 구하여라. 


예제 


함수를 


53. 역함수의 미분법을 이용하여 함수 
구하여라. 


y = \/x — 3 의 


도 


풀이 y = 옥 Ac — 3 에서 y b = x — 3, 즉 x = y h +3 이므로 

dy _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 

dx~ dx_ 5 / 5(V^~3) 4 5VU-3) 4 

dy 


풀이 lim 1 sm x 

x ^o 1 — cos x 


lim 

x 구 0 丄 


1 — COS X 


COS X 


lim 

x^O 


(1 + cos x){l — COS X, 
1 — COS X 


= lim(l + cos x) = 2 

x^O 
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예제 


56. 다음 극한값을 구하여라. 


서 、 t . sm 3x 

(1) lim - 

a 거必 ^ 


, . sin 3x 

⑵ 


풀이 (1) 뇨 미로 놓으면 : T — 0 일 때 t 수 0 이므로 

sin ' 

.|3 . 0 ᅲ =31 im 

x — 0 


sin 3x 厂 I sin 3x \ 

lim - = lim 3 • —-— 

X \ 6X / 


x —0 


/0 、 ,. sin 3x 
⑵ 


3 lim 

t ― >0 


3x 


lim 

x —0 


sin 3x 
3x 


2x 


sin 2x 
2x 


lim 

: r —0 


= 3 . 1 = 3. 

sin 3x 


~2 


3x 


sin 2x 


2x 


.. sin 3x 

o lim ^ 一 

o x—0 

— • - 

2 ” sin 2x 

x—>0 스ᄉ 


~2 


~2 


예제 


57. 다음 극한값을 구하여라. 


⑴ lim 

x^O 


i=r 

1 — COS X 

x 2 


(2) lim 


COS X 


서 X - 늑 


풀이 


⑴ lim 

x^O 


1 — COS X 

— V 2 一 

\2 


lim 

x^O 


lim 

公 :— 0 


sm x 


x 


(1 — cos x)(l + cos x 
x 2 (l + cos x) 

_ l2 1_ 1 


1 + COS X 


2 2 


⑵ X - 두몌 놓으면 : r — 증일 때>0이므로 

jLj 스 I 


lim 


7T 


X- 


COS X 
7T 

x — ^ 


lim 

t — K ) 


7T , 

cos i — ~\~t 

스 

t 


r —sin t ^ 

lim —:— =-i 


t ― >0 


증명 등식 


cos h = cos 2 


h 
2 / 




1 — 2sin 2 -^- 

쇼 


을 이용하면 


smx 


sm(x + /i) — smx 
lim - ； - 

h—o h 

,. sin x cos h + cos x sin h — sin x 

= lim - 

h — >0 


h 


siruc ( cos 八一 1) , cosxsin/i 

lim - ； - 1- lim — 


h — >0 


sinx lim 

h — >0 


h 


h — >0 


h 


,. . h 

limsm — 

'h — 0 쇼 


l-2sm z —-1 

쇼 


h 

. h 

sm — 

lim — ； — 

h—o h 
v ~2 


h 


sm h 

cosx lim — r — 

h^o 八， 


+ cosx 


0x1 + COS X = COS X . 


삼각함수의 도함수 



① y = 

= siruc 이면 

V 

= cosx 

② y = 

= cos a; 이 면 

V = 

=— sinx 

③ y = 

= taruc 이면 

V = 

= sec 2 x 

④ 2/ = 

= secx 이면 

V = 

= secx tanx 

( S ) y = 

= cosecx 이면 

V = 

=— cosecx coix 

® y 。 

= cotx 이면 

V = 

cosec 2 x 


cosx 


sinl x + 


； cos hr + 흔 


2 / 


smx 


(tan x)' = 

/ sinx 、 

， (sinx)'cosx — sinx (cosx) 

\ cos x ) 

cos 2 x 



cos 2 x 


sec 2 x 


cosecx 


sm x / 


cosx 


cosx 


sm x 


smx smx 


secx 


( cot : 文)' 


cosecx coix . 


smx 


smx 


cos x / cos x cos x cos x 
cos x \ ' 


secx tan x 


smx / 


sm x 


cosec x . 


■ 


예제 


58. 다 


ᄋ 

"5" 


_ 3 •수를 미분하여라. 

(1) y = 3 sin x — cos x (2) y = tan (2 x — 5) 

풀이 (1) y = (3 sin x) f — (cos x ) = 3 cos x — (— sin x 
= 3 cos x + sin x 

(2) y = sec 2 (2 x —5) • {2 x — 5)' = sec 2 (2 요: — 5) • 2 
= 2 sec 2 (2 x -5) 


예제 


59. 다 


ᄋ 

"5" 


_ 3 •수를 미분하여라. 

(1) y = sec x ~2 cosec x (2) y = cot { x 2 — 3) 

풀이 (1) = (sec 冗乂 一 (2 cosec 冗乂 

= secxtan x — {—2 cosecxcot x ) 

= sec x tan x + 2 cosec x cot x 


(2) y r = ~ cosec 2 ( x 2 — 3) • (모 2 — 3)’= 一 cosec 2 (:石 2 — 3) • 2 x 


2 ( x 2 
2 ( 2 


:— 2 x cosec 2 (또 2 — 3) 


예제 


60. 사인 함수의 역함수 2/ = sin -노에 대하여 


dy 

dx 


구하여라. 1 단， — i < x < l , 一 득 < y < 득 1 


풀이 sin " = 의 양변을 : r 에 대하여 미분하면 ?/ cos 2/ = l 이 

므로 온/〜/ 1 — sin ' ll 이다. 즉 다음을 얻는다. 

, 1 1 


V 


、厂、 


sm y 


Tl 3 


x 


삼각함수의 역함수의 정의역과 치역은 다음과 갈다. 


y 

v 

v 


sin _1 x 


cos _1 x 


tan _1 x 


. . 7T 7T 

-1 < x < 1, - — < y < — j 
— 1 < x < 1, 0 < y < tt ) 


: r 는 임의의 실수， 一 |<"<| 


또한 이들의 도함수는 다음과 같다. 


d 


dx 

d 

dx 

d 

dx 


sin~ 1 x 


cos~ 1 x 


tan _1 x 


1 


a / I : 


X 


-1 


a / T 3 


X 


1 + a 广 
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o 지수함수와 로그함수의 미분 

극한의 성질을 이용하여 지수함수와 로그함수의 도함ᄃ 
보자. 






구해 


지수함수의 극한 

① a 〉0, a 여 1일 때 지수함수 f ( x ) = 는 실수 전체 
집합에서 연속인 함수이다. 

丄 

② 오일러 상수 : e = lim ( l 네 (약 2.71828182845•••) 

rr— 0 


오일러 상수는 다음과 같이 정의할 수도 있다. 


lim 1 + — 


e 


예제 


61. 다음 극한값을 구하여라. 


⑴ lim 


5 X 


x- 


5 X -1 


⑵ lim 


2 X +3 X 


x- 


2 X ~3 


X 


풀이 (1) lim 


5 X 


x- 


5 X -1 


lim 


x- 


1-0 


5^ 


r\X _i_ oCC 

⑵ lim = lim 




x- 


2^-3 


X 


x- 


2 Xx 

¥ 


1 


0 + 1 
0-1 


: — 1 


예제 


62. 다음 극한값을 구하여라. 


⑴ lim(l + 2 x ) 


x 


⑵ lim 1 + 


x- 


3_ 
x J 


X 


풀이 (1) 2冗 미로 놓으면 : T — 0 일 때 f — 0이므로 


X 


lim(i + 2 x , 

x 구 0 

(2) 丄=소로 놓으면 
x 


lim (1+0 1 = lim 1(1 + 0 

t ~>0 t ~>0 


e 


x 


일 때 t — 0 이：프로 


lim 1 + 




x 


X- 


^ I 0 0 


/ 1\ 3 


Id+OM = 

= e 3 



로그함수의 극한 

① a > 0, a 국 1일 때 로그함수 f ( x ) = log a x 

실수 x 에서 연속인 함수이다. 

② 자연로그 : 밑이 e 인 로그 Inx = \ og e x 


모 


드 Ol 


밑이 e 인 지수함수 =，과 
로그함수 2 / = ln x 는 서로 역함수 관계 
에 있다. 즉 다음이 성립한다. 

y = e x x = \ny 


63. a 〉 1일 때 다음이 성립한다. 

-0。, limlog ^ x 



lim log a x 

x ^ + 0 


o , 


X- 


limlog ^x = l , limlog ^x 


x^a 


x- 


또한 0 < a < 1 일 때 다음이 성립한다. 

lim log n x = oo , limlog „ x = 0, 


x- 


x ^ + 0 

limlog a x = 1, limlog^ x =-oo 


x^a 


x- 


예제 


64. 


lim { log 2 (3 x + l ) — log 2 3冗}를 구하여라. 


X- 


St * 1 

풀이 lim { log 2 (3 x + l ) - log 2 3 x } = limlog 2 - 

x 수 oo x^oo OX 


limlog 2 l + — = log 2 lim 1 + 


x- 


3 x / 


x- 


3 x / 


log 2 1 = 0 


예제 


⑴ lim 

x—0 


65. 다음 극한값을 구하여라. 
In (l + x ) 


e x -l 


x 


⑵ lim 


x- 


>0 ^ 




x- 


>0 모 


limln ( l + x ) ^ = lnjlim ( l + x ) 

x^0 l x^0 


x 


' = In e 


(2) ，一1=송로 놓으면 # = l + t 이므로 : r = In (1+0 이다. 또 
한 冗 —>0일 때 >0이므로 

e x -l 


lim 


X- 


>0 ^ 


는 I 규느 r 1 는 W 可 


t 


In 


lim(l + t ) 

、 t — >o 


In 


e 


지수함수와 로그함수의 

도함수 (단， a >0, a 국 1) 

① y = 

，이면 

V = 

= e x 

② y = 

a x 이면 

V 

= a x lna 

® y = 

lruc 이면 

t 

y = 

= — (단 ， x > 0) 




X 

④ y = 

log a x 이면 

v 

= —, — (단，^ > 0) 

xina 

⑤ y = 

InW 이면 

f 

y = 

= — (단 ， x ^ 0) 




X 

⑥ y = 

log a W 이면 

v 

= — ,- (단 ，X ^0) 

xina 


증명 ① 2 / = lim 

h — >0 


e x + h - e x 


h 


e x lim 


e h -l 


h — M 〕 


h 


e 


X 


e 


X 


CL 1 一 1 


x+h _ x 

® y = lim - 7 - = a x lim , 

h^0 九 h^0 九 


a x lna • — 

h^o hina 


P hlna — i P t — i 

- = a lna • lim - 

t—o t 


cr In a 


or In a 


(S)y 


④ v 


,. In — Inx 1 .. , L , h 

lim - ； - = —limm l + — 

卜 l X h—0 \ ^ / 




h — >0 


X 


x In a xlna ' 

⑤，⑥ x 〉 0 인 경우와 x < 0인 경우로 나누어 계산한다. 
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예제 


_ 66. 다음 함수를 미분하여라. 

(1) y = e 3x (2) y = 3 5x 

풀이 (1) 끄 = 3: r 로 놓으면 " = 이므로 


dy dy du 


= e u • 3 = 3 e 


3x 


dx du dx 
(2) = 로 놓으면 ^ / = 3" 이므로 

후 = 흔 • 우 = 3 M In 3 • 5 = 5 • 3 5a Mn 3 

dx du dx 


예제 


67. 다음 함수를 미분하여라. 


(1) ?/ = ln (3 x —5) 


⑵ y = log 2 ( x 2 + 3 x ) 


풀이 (1) 끄 = 3冗一 5 로 놓으면 ^/ = In 끄이므로 


dy _ dy du _ 1 
- - - • - - - 

dx du dx u 


3 


3 


3x —5 ' 


(2) 끄 = 冗 2 + 3冗 로 놓으면 y = log 2 이므로 

dy _ dy du _ 1 /„ . ᅲ、 2 x + 3 


dx du dx uln 2 


(2 x + 3) 


x 2 -\~3x) In 2 


예제 


68. 다음 함수를 미분하여라. 


(1) y = ln |5 x — 3 | 


(2) y = log 2 1 모 ，: 


x 


풀이 (1) y 


, (5: 文一 3 乂 


(2) V 


5 x — 3 5 x — 3 


3x 一 1 


(x 3 ~x) r _ 

(x 3 ~x) In 2 (x 3 — x) In 2 


복잡한 분수함수의 도함수는 자연로그를 이용하여 쉽게 구할 수 
있다. 


예제 


69. 함수 y = 


{x-\-1)(x — l) 3 

U-2) 2 


을 미분하여라. 


풀이 양변의 절댓값에 자연로그를 취하면 

lnl 2 /| = ln|x + l| + 31n|x — l| — 21n|x — 2| 

양변을 x 에 대하여 미분하면 

公，_ 1 + 3 2 2 x 2 ~6 x ~2 

y x ~\~\ x — 1 x 一 2 (x +1 ) (x — 1) (x — 2) 

, _ 2 또 2 — 6 모 — 2 _ 2 (x — 1 ) 2 (x 2 — 3x — 1 ) 

V V U + 1) ( 모 - 1)( 모 - 2) (x-2) 3 


참고 Q ； 가 실수일 때 2/ =，의 양변의 절댓값에 자연로그를 

취하면 

In \y \ = In \x a \ = aln \x\ 

이므로 양변을 x 에 대하여 미분하면 다음과 갈다. 

y a , a , 

— = — =今 y = y • —= ax a 1 

y x x 

즉 함수 " = 의 미분법 y = nx n -' 은 ri 이 실수일 때에도 성 
립^■다. □ 


o 미분의 ^■용 


함수 f { x ) y \ ” = a 에서 미분가능할 때，곡선 y = f ( x ) 위의 점 
( a , /( a )) 에서의 접선의 기울기는 x = a 에서의 미분계수 f ( a ) 
와 갈다. 



접선의 방정식 

곡선 y = f { x ) 위의 점 P ( a , /( a )) 에서의 접선의 방정식은 

y = f ( a )( x - a )-^ f ( a ). 


예제 


70. 곡선 y = x 3 -\-2x 2 — 1 


위의 점 (1， 2) 에서 이 곡선 


에 접하는 직선의 방정식을 구하여라. 


풀이 /( 모) = 모 3 + 2모 2 —1 이라고 하면 /' Or ) = 3冗 2 +4 r 이므로 
(1， 2) 에서 이 곡선에 접하는 직선의 기울기는 /(1) =7이다. 
따라서 구하는 접선의 방정식은 ?/ = 7(冗一 1) +2이다. □ 


예제 


71. 곡선 y = x 3 -\ rax 2 + 2 x + 6 위의 점 (1, 4) 에서의 접 
선의 기울기가 3일 때，상수 a , 6의 값을 각각 구하여라. 


풀이 / Or ) = 冗 3 + aa : 2 +2 a ; + 6라고 하면 

f (x) = 3x 2 + 2 ax + 2 

이다. /'(1)=3 이 되어야 하므로 /( I ) =3 + 2 a + 2 = 3 이다. 
이것을 풀면 a = — 1이므로 

f{x) = x 3 — x 2 +2x + 6 

이다. 한편 이 함수의 그래프가 (1， 4) 를 지나므로 /(1) =4이 
다. 즉 /( I ) = 1-1 + 2 + 6 = 4이므로 간 = 2이다. □ 


예제 


72. 곡선 y = X 、 
방정식을 구하여라. 


-4r + 3 에 접하고 기울기가 8 인 직선의 


풀이 /( 모) = 모 3 — 4 aH ~3 이라고 하면 /’ ( x ) = 3모 2 — 4이다. 기 

울기가 8이 되는 점을 구하려면 / (비 =뇨 2 — 4 = 8의 해를 구 
해야 한다. 이것을 풀면 x =±2 이다. 

冗 = 2일 때 " = /(2) =3이므로 접점은 (2, 3)， 

冗=-2일 때 ▽:八一幻 =3이므로 접점은 (一2, 3) 

이다. 따라서 접선의 방정식은 

있 = 8( 또一 2)+3 그리고 있 = 8( 모 + 2)+3 
이다. □ 
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예제 


73. 원점을 지나고 곡선 v 
방정식을 구하여라. 


: t 4 -： t 2 + 2 에 접하는 직선의 


풀이 / U ) =冗 4 —一 + 2 라고 하자. 그리고 어디서 접하게 될지 
모르니까 접점을 ( a , /( a )) 라고 하자. 즉 

( a , /( a )) = ( a , a 4 — a 2 + 2) 


이다. 이때 


f ( x ) = 4 x 3 — 2 x 
이므로 접선의 방정식은 


y — (4 幻 3 — 2 a ) {x 一 a ) + (幻 4 一 幻 2 + 2) 

이다. 이 직선이 원점을 지나야 하므로 x = 0, 2 / = 0을 대입하면 

0 = (4 a 3 — 2 a ) (— a ) + ( a 4 一 a 2 + 2) 

이고 이것을 풀면 a =± l 이다. 

a = l 일 때 접점은 (1, 2)， 
a =- l 일 때 접점은 (-1， 2) 

이므로 구하는 접선의 방정식은 

y=(x-l)-\-2 그리고 y =— (x +1) +2 

이다. □ 


극점에서의 미분계수 

함수 / Or ) 가 = a 에서 미분가능하고 a : = a 에서 극값을 가 
지면 /( a )=0 이다. 


증명 /(비가 : r = a 에서 미분가능하고 극댓값을 갖는다고 하 
자. 그러면 

/난가 절댓값이 작은 양수일 때 /(a + Z \ x ) < /( a ) , 

/난가 절댓값이 작은 음수일 때 f{a + Ax ) < /( a ) 

이므로 



= lim 

Ax^ +0 


/(a + At ) -/( a ) 

Ax 


> 0 , 



= lim 

Ar 구 一 0 


f{a + Ax ) -/( a ) 

Ax 


< 0 


이다. 따라서 /( a ) =0 이다. 극솟값을 갖는 경우에도 갈은 방법 
으로 하면 된다. ■ 


평균값 정리 

함수 /(비 가 닫힌구간 [ a , 6] 에서 연속이고 열린구간 ( a , b ) 
에서 미분 가능하면 

b-a =f (C) 

를 만족시키는 c 가 a 와 b 사이에 하나 이상 존재한다. 


함수 /(비가 어떤 구간에 속하는 임의의 두 수 :아， x 2 에 대하여 

< 모2일 때， /( 모 1) </( 모 2) 

이면 함수 /(비는 이 구간에서 증가한다고 말한다. 또 

< 모 2 일 때， f(x x ) > f(x 2 ) 

이면 함수 /(비는 이 구간에서 감소한다고 말한다. 




함수 /( x ) 가 ;r = a 에서 연속이고 冗 의 값이 증가하면서 x = a 
의 좌우에서 f ( x ) 7} 증가상태에서 감소상태로 변하면 함수 
/ Or ) 는 x = a 에서 극대라고 하며，함숫값 /( a ) 를 극댓값이 라 
고 부른다. 

또 冗의 값이 증가하면서 = a 의 좌우에서 /( x ) 가 감소상태에 
서 증가상태로 변하면 함수 / Or ) 는 : r = a 에서 극소라고 하며， 
함숫값 f ( a ) 를 극솟값이 라고 부른다. 




극댓값과 극솟값을 통틀어 극 값이라고 부른다. 


증명 구간 [ a , 6] 에서 함수 서니 를 다음과 같이 정의하자. 
F ( x ) = f { x)-^^r —산으上 Or - a )-/( a ) 

公 一 a 

그러면 F ( a ) = 0, F(6)=0 이다. 또한 셔冗)는 [a, 6] 에서 연속 
이므로 [a, 6] 에서 최댓값과 최솟값을 가전다. 

경우 1. 만약 [a, 이에서 서이의 최댓값과 최솟값이 같다면 
는 [a, 6] 에서 상수함수이므로 (a, 뇌 에 속하는 모든 세 
대하여 」 P ， (c)=0 이다. 

경우 2. 만약 [a, 6] 에서，知)의 최댓값이 최솟값보다 크다면 
F ( x ) 는 (a, 6) 의 점 c 에서 극값을 가전다. 이때 广 (c)=0 이 

다. 


두 경우 모두 夕 ( c ) =0이 되는 c 가 ( a , 幻 에 존재한다. 이때 

方 " )- 

F \ x ) 一/ { x )-~ 

이 H 로 여기에 x = c 를 대입하면 


b~a 


^ c )- m h - fM =0 
公一 a 


이다. 



참고 평균값 정리의 의미는 구간 [ a , 6] 에서 / Or ) 의 그래프를 
그렸을 때，그래프의 양 끝점을 이어서 만든 선분의 기울기와 
갈은 미분계수를 갖는 점이 ( a , 이 에 존재한다는 뜻이다. 
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함수의 증가상태와 감소상태 

함수 2/ = /U) 가 ” = a 에서 미분가능할 때 

① f (a) 〉0이면 f (、 x 、) 는 x = a 에서 증가상태에 있다. 

② f (a) <0이면 f ( x ) 는 = a 에서 감소상태에 있다. 


증명 /Or) 가 : r = a 에서 미분가 


ᄋ 


? ’( a ) = lim 

Ax^O 


/(a +Ar) -/(a) 

Ax 


이므로 \ Ax \7} 충분히 작으면 

. f(a~\~Ax) ~f(a) 


f M 

이다. 따라서 /( a ) 와 

다. 


' Ax 

f{a + Ax) -/(a) 

Ax 


갈은 


진 


예제 


74. 다 


ᄋ 


V2 


함수의 증가와 감소를 조사하여라. 


(1) f(x) = x 3 — ^-x 2 — 6x + 1 

(2) f(x) =— x 3 + 6x 2 — 9x —4 


풀이 a ) 주어진 함수를 미분하면 

f (x) = 3x 2 — 3x — 6 = 3{x -\-l)(x — 2) 

이다. /'0^) =0이 되는 점을 구하면 x =— 1 또는 冗 = 2이므로 
이 두 점을 기준으로 구간을 나누어 /(비의 증감을 표로 나타 
내면 다음과 같다. 


X 

•.. 

-1 

• . . 

2 

• .. 

fM 

+ 

0 

•— 

0 

+ 

/U) 


9 

~2 

、 

-9 



경우 1 . /(a)〉0 이면 

/(a + Z\x) -/(a) 
Ax 


이므로 

Ar〉0 일 때 f(a~\rAx) > f(a) , 
Ax < 0 일 때 f(a~\r Ax) < /(a) 

이다. 따라서 " = | Ar | 라고 하면 


f(a-h) < f(a) </(a + 八 ) 

이므로 f 는 :r = a 에서 증가상태에 있다. 

경우 2. /(a) < 0인 경우도 경우 1과 비슷한 방법을 이용하면 
작은 양수 /i 에 대하여 /(a — /1)〉 /(a) 〉 /(a + /i) 임을 알 수 

있다. ■ 


함수의 증가와 감소 

함수 y = f (、 x )7' 구간 [a, 6] 에서 미분가능하고，이 구간의 
모든 x 에 대하여 

① f ( x ) 〉0이면 /Or) 는 이 구간에서 증가한다. 

② f ( x ) <0이면 /Or) 는 이 구간에서 감소한다. 

③ / ⑴ = 0이면 /⑴는 이 구간에서 상수함수이다. 


증명 지과 x 2 y \ [a, 6] 의 점이고 x x < 冗 2 라고 하자. 평균값 정 
리에 의하여 


인 점 c 가 '과 x 2 사이에 존재한다. 이때 x 2 ~ x x > 0이므로 
/(〜)—/(〜) 의 부호는 /(c) 와 동일하다. 따라서 

( i) /’(c) 〉0이면 /(xj </(모 2 )가 되어 함수 /(비는 이 구 
간에서 증가하고， 

(ii) /(c) <0이면 /( 까)〉/(모 2 )가 되어 함수 f(x、) 는 이 구 
간에서 감소한다. 

(iii) 만약 /'(c) =0이면 임의의 두 점 x x , 冗 2 에 대하여 

/(〜)=/(〜) 이므로 f{ 、 x) 는 구간의 모든 점에서 동일한 
함숫값을 가전다. 따라서 상수함수이다. ■ 


참고 위 법칙에서 구간이 닫힌구간이 아니라 열린구간이거나 
반닫힌구간이어도 된다. 


(2) 주어진 함수를 미분하면 

/’ (x) — 一 3 또 2 + 12x — 9 3( 또一 1)( 冗一 3) 

이다. /'(冗) = 0이 되는 점을 구하면 x = 1 또는 冗 = 3이므로 
이 두 점을 기준으로 구간을 나누어 /(x) 의 증감을 표로 나타 
내면 다음과 갈다. 


X 

•.. 

1 

• .. 

3 

• .. 

f ( X ) 

_ 

0 

+ 

0 

_ 

/U) 

、 

-8 


-4 

、 


예제 


75 . 함수 f(x) = x 3 — 2ax 2 -\-ax7} 실수 전체 집합에서 
증가하도록 하는 실수 a 의 값의 범위를 구하여라. 


풀이 / ’ ( 冗 ) = 3 으 — 4aaH~a 이다 . 모든 冗 에 대하여 f (x) > 0 
이어야 하므로 / (이의 판별식이 D< 0이 되어야 한다. 즉 

D = 16 a 2 ~12 a < 0 

이므로 0<a<| •이다. □ 


함수의 극대와 극소의 판정 

미분가능한 함수 2/= /Or) 에서 /'(a )=0 이고 :r = a 의 좌우 
에서 

① /Or) 의 부호가 양에서 음으로 바뀌면 /Or) 는 : r = a 에 
서 극대이다. 

② /Or) 의 부호가 음에서 양으로 바뀌면 /Or) 는 :r = a 에 
서 극소이다. 


증명 ① : r = a 의 왼쪽에서 /'(x)〉0 이므로 :r = a 의 왼쪽에서 
f ( x ) 는 증가상태이고， = a 의 오른쪽에서 /'Or) <0 이므로 x 
==a 의 오른쪽에서 f ( x ) 는 감소상태이다. 따라서 /Or) 는 x = a 
에서 극댓값을 가전다. ②도 갈은 방법으로 증명한다. ■ 


위 내용을 그림으로 나타내면 다음과 같다. 
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예제 


76. 함수 /(또) = 또 3 — 3: 文 2 — 9; r + 3의 


값을 구하여라. 


풀이 /'Or) = 3冗 2 — 6冗 — 9 = 3(冗 + l)Or — 3) 이다. f ( x ) = 0 
인 점을 구하면 x =— 1 또는 x = 3 이다. 함수 /( x ) 의 증가와 
감소를 표로 나타내면 다음과 같다. 


X 

•.. 

-1 

• .. 

3 

• .. 

f ( X ) 

+ 

0 

_ 

0 

+ 

fM 

/ 

8 

\ 

-24 

/ 


따라서 함수 f ( x ) 는 冗 =—1 일 때 극댓값 8을 갖고，冗 = 3 일 
때 극솟값 -24를가전다. □ 


예제 


77. 함수 / Or ) =冗 4 —|冗 3 + 1의 


값을 구하여라. 



참고 삼차• 사차함수의 극값이 존재할 조건은 다음과 갈다. 

(1) 삼차함수 / U ) 가 극값을 가전다. 

O 이차방정식 / Or ) =0이 서로 다른 두 실근을 가전다. 
o 이차방정식 /(니 =0의 판별식이 고〉0이다. 


풀이 /’(모) = 4모 3 — 4모 2 = 4모 2 (모 — 1) 이다. f ( x ) = 0°] 되는 
ar 를 구하면 x = 0 또는 : r = l 이다. 함수 / Or ) 의 증가와 감소 
를 표로 나타내면 다음과 갈다. 


X 

•.. 

0 

•.. 

1 

• .. 

/’( 모 ) 

_ 

0 

_ 

0 

+ 

/U) 

\ 

1 

\ 

2 

¥ 

/ 


따라서 함수 /(비는 x = 1 에서 극솟값 /( I ) = |■를 가전다. 


예제 


78. 함수 f ( x ) 


3을 갖고 x = l 에서 
을 구하여라. 


= 冗 3 + a : r 2 + 뇨 + c 가 a : =— 1 에서 극댓값 
극솟값을 갖는다. 이때 실수 a , b , c 의 값 


풀이 /’ ( x ) = 3 x 2 +2 ax + 6이고 함수 /(또)가 x =— 1과 : r = 1 
에서 극값을 가지므로 

/’(一 1)=3 —2 a + 6 = 0，/'(1)=3 +2 a + 6 = 0. 

연립하여 풀면 a = 0, 6 =— 3이므로 / ( x ) = x 3 — 3 x + c 이다. 
함수 /(비가 冗 =一1에서 극댓값 3을 가지므로 

/(— l ) =— 1 + 3 + c = 3, c = 1 

이다. 따라서 a = 0, b =— 3, c=l 이다. : 


함수의 그래프 

함수 2/ = /(니의 그래프는 다음과 갈은 순서로 그린다. 

( i ) / Or ) = 0인 : r 의 값을 구한다. 

( ii ) 위 ( i ) 에서 구한 冗의 값의 좌우에서 /'(비의 부호를 
조사하여 증감표를 만든다. 

( iii ) 증감표를 이용하여그래프의 개형을 그린다. 


(2) 최고차항이 양수인 사차함수 / U ) 가 극댓값을 가전다. 

O 삼차방정식 / U ) = 0 이 서로 다른 세 실근을 가전다. 


예제 


80. 함수 


y 


2 


또 4 -2모 3 +8 의 


그래프를 


그려라. 


풀이 / Or ) = 士冗 4 — 2冗 3 +8이라고 하면 

쇼 

f ( x ) = 2 x 3 — 6 x 2 = 2 x 2 (x — 3) 

이므로 / Or )=0 인 점을 구하면 x = 0, : r = 3 이다. 따라서 함 
수 / U ) 의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 갈다. 


X 

• • • 

0 

• .. 

3 

• .. 

/M 

_ 

0 

_ 

0 

+ 

f( 、 X) 

\ 

8 

\ 

11 

2 



함수 / Or ) 는 x = 3 에서 극솟값 - j 
을 갖고，극댓값은 없다. 따라서 함수 
2/一一2一+8의 그래프는 오른쪽 
그림과 같다. 



함수의 최대 . 최소 

닫힌구간 [ a , 6] 에서 연속함수 /( x ) 의 최 댓就 최솟값은 다 
음과 같은 순서로 구한다. 

( i ) 주어진 구간에서 /( x ) 의 극댓값과 극솟값을 모두 구한다. 

( ii ) 주어진 구간의 양 끝에서의 함숫값 /( a ), f ( b ) 를 구한다. 

( iii ) 극댓값，극솟값， /( a )， /⑷ 중 가장 큰 값이 최댓값이 
고，가장 작은 값이 최솟값이다. 


예제 


79. 


함수 2/ = 冗 3 — 뇨 2 +4의 그래프를 그려라. 


풀01 f { x ) = x 3 — 3 x 2 + 4라고 하면 

f ( x ) = 3 x 2 ~6 x = 3 x(x — 2) 

이므로 f { x ) = 0 인 점을 구하면 x = 0, x = 2이다. 이 두 점을 
기준으로 구간을 나누어 함수 /(뇌 의 증가와 감소를 표로 나타 
내면 다음과 갈다. 


X 

• • • 

0 

• .. 

2 

• .. 

/’ U ) 

+ 

0 

_ 

0 

+ 

fix ) 


4 

\ 

0 



참고 아래 그림처럼 최댓값과 최솟값은 구간의 안쪽에 있는 
점에서 존재할 수도 있고 구간의 끝점에서 존재할 수도 있다. 




• • • 
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예제 


81. 구간 [—2, 4] 에서 함수 f ( x ) =- x 3 +3 x 2 +9 x -3 


의 최댓값과 최솟값을 구하여라. 


예제 


84. 이계도함수를 이용하여 함수 /( 모) = 冗 —2 sin a : 의 
값을 구하여라. (단，0 < x < 2 tt ) 


풀이 /’ { x ) =— 3 x 2 + 6 x + 9 =—3 (x + l)(x —3) 이므로 
f ( x ) =091 점을 구하면 x =— 1, a : = 3 이다. 구간 [—2, 4] 에 


서 함수 / U ) 의 증가와 감소를 표로 
나타내면 다음과 갈다. 


X 

-2 

• . . 

-1 

• .. 

3 

f M 


_ 

0 

+ 

0 

f ( X ) 

-1 

\ 

-8 

/， 

24 


따라서 함수 /(비의 최댓값은 24, 
최솟값은 一8이다. 



이계도함수 




함수 /(비의 도함수 j 


1• 한 번 더 미분한 함수를 f ( x ) 

의 이계도함수라 고 부르며 기호로 


/" (또)， 

V ， 

d 2 y 
dx 2 ’ 

류/⑴ 

dx z 

와 같이 나타낸다. 





참고 함수 / Or ) 를 기번 미분한 함수를 / Or ) 의 n 계도함수라 
고 부르며 기호로 


y M 

와 같이 나타낸다. 



예제 


82. 다음 함수의 이계도함수를 구하여라. 


(1) y = lnx 


(2) y = sin 3 x 


풀이 (1) y = 丄 이므로 y =- 

x x z 

(2) y = cos 3 x • 3 = 3 cos 3 ;r 이므로 

y " =3(— sin 3 x ) • 3 — 9 sin 3 x 


풀이 /' Or) = 1 — 2 cos a: 이므로 / ' Or) = 0 을 풀면 


刀 " 드ᄃ느 _ 

ry* ~~ _ k . 1 —，—— rr» 

Jy 다 . 1 ~ 1 - tb 

o 


5 


이다 • /" ( x ) = 2 sin : r 이므로 


세 
3 / 


V 공〉0， / ， f 4 7r 


V3<0 


따라서 함수 /(비는 3； = 기에서 극대이고 극댓값은 


3 


/수 


3 


■7T 


+ V 궁 


이며， 


7T 


X 


에서 극소이고 극솟값은 


7T 

y 


7T 

¥ 


73 


이다. 


곡선의 오목과 볼록 

함수 2/ = / U ) 가 어떤 구간에서 

① /" Or ) 〉0이면 곡선 y = fM 는 이 구간에서 아래로 볼 
록이다. 

② f " (、 x ) <0이면 곡선 y = f (必)는 이 구간에서 위로 볼록 
이다. 


곡선 y = f(x) 위의 한 점 P ( a , /( a )) 에 대하여 : r = a 의 좌우 
에서 곡선의 모양이 아래로 볼록에서 위로 볼록으로 변하거나 
위로 볼록에서 아래로 볼록으로 변할 때，이 점 P 를 곡선 y = 
/ U ) 의 변곡점이라 고 부른다. 


변곡점의 판정 

함수 / Or ) 에서 /"( a )=0 이고 x = a 의 좌우에서 /" Or ) 의 
부호가 바뀌면 점 ( a , /( a )) 는 곡선 ?/ = /0 r ) 의 변곡점이다. 


예제 


83. 다음 함수의 이계도함수를 구하여라. 


⑴ y 


x 2 + l 


⑵ V 


xe 


X 


풀이 (1) V = - —— 이 13 무 

y (x 2 +l ) 2 

,, _ 2 (x 2 +1 ) 2 — 2x • 2( 모 2 + 1) • 2x _ 6 모 2 —2 

V = ( x 2 + l ) 4 = ( x 2 + l ) 3 

⑵ 있 ’= e ” +冗一 = (1+x)e 2： 이므로 

y = e x + (l +x)e x = (2-\~x)e x 


함수의 극값 판정 

이계도함수를 갖는 함수 2/ = /0 r ) 에서 /( a )=0 일 때 

① /" ( a ) < 0이면 / Or ) 는 a : = a 에서 극대이다. 

② /" ( a ) 〉0이면 /(비는 冗 = a 에서 극소이다. 


예제 


곡점의 


85. 곡선 y = x 3 _ 
좌표를 구하여라. 


3冗 2 +4의 오목과 


ᄇ 국 ᄋ 

S ᅳ | S 


^사하고， 


변 


풀이 / Or ) = 冗 3 — 3 a : 2 +4 라고 하면 
f ( x ) = 3 x 2 ~6 x 
f " ( x ) = 6 :r — 6 = 6 (:r — 1) 

이다. /"( x )=0 인 점을 구하면 
冗 = 1이다. 곡선 2/ = /0 r ) 의 오목과 
볼록을 표로 나타내면 다음과 같다. 


X 

•.. 

1 

• . . 

/" ( 모 ) 

_ 

0 

+ 

f(X) 

入 

2 

ᄂ 



따라서 곡선 y = f (、五)는 : r < l 일 때 위로 볼록하고，: r 〉 l 일 


때 아래로 볼록하다. 


또 변곡점의 좌표는 (1， 2) 이다. 
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방정식과 부등식 

(1) 방정식 /(니 = 요(비의 실근은 두 함수 2/ = /0 r ) 와 
2/= 요 Or ) 의 그래프의 교점의 x 좌표이다. 따라서 두 함 
수 2/ = / U ) 와 = 요 U ) 의 그래프의 교점의 개수를 조 
사하면 방정식 /0 r )=5 f 0 r ) 의 실근의 개수를 구할 수 
있다. 

(2) 어떤 구간에서 부등식 f(x) > 0이 성립함을 보이려면 
함수 2/ = / (冗 )의 증가와 감소를 조사하여 그 구간에서 
/ U ) 의 최솟값이 0보다 크거나 같음을 보이면 된다. 

⑶ 또 두 함수 f(x), 요 U ) 에 대하여 부등식 f(x) > g(x) 
가 성립함을 보이려면 F(x) = f (x) — g(x) 로 놓고 
의 최솟값이 0보다 크거나 같음을 보이면 된다. 


예제 


86. 방정식 x 3 +3x 2 — 1 = 0-^1 실근의 개수를 구하여라. 


풀이 /(x) = x 3 +3 모 2 — 1 이라고 하면 /’ (a:) = 3a:(aH_2) 이다. 
따라서 /'0^) = 0인 점은 x =— 2, 冗 = 0이다. 이 점을 기준으 
로 구간을 나누어 함수의 증감표를 작성하면 다음과 같다. 


X 

•.. 

-2 

• .. 

0 

•.. 

f M 

+ 

0 

_ 

0 

+ 

fix) 

/， 

3 

\ 

-1 



따라서 2/ = /(冗) 의 그래프가 x 죽과 만나는 점은 2의 왼 

쪽에 하나，冗 = 一 2와 x = 0 사이에 하나 ，: r = 0 의 오른쪽에 하 
나로서 3 개다. 따라서 주어진 방정식의 실근은 3 개다. □ 


예제 


87. 다음 삼차방정식의 근을 판별하여라. 


(1) 2x 3 -6x 2 +3 = 0 


⑵ 또 3 — 3x — 2 = 0 
(3) x 3 -6x 2 + 9x + 2 = 0 


풀이 ⑴ f( 、 x、)= 2x 3 — 6x 2 + 3 으로 두면 f (x) = 6x(3 ： — 2) 이 
다. /'(노네)인 점을 구하면 x = 0, : r = 2 이다. 따라서 f(x) 
의 증감표는 다음과 갈다. 


X 

•.. 

0 

•.. 

2 

•.. 

fM 

+ 

0 

_ 

0 

+ 

f(x) 


극대 

\ 




즉 (극댓값) =/(0) =3, (극솟값) =/(2) =— 5 이므로 

(극댓값) X( 극솟값) <0 

이다. 따라서 f(x) =0 은 서로 다른 세 실근을 가전다. 

(2) f ( 、 x) = x 3 — 3x — 2 로 두면 

f (x) = 3(x + l)(x — l) 

이다. /'0^) = O 인 점을 구하면 x =— 1, 冗 = 1 이다. 따라서 
/ U ) 의 증감표는 다음과 갈다. 


X 

•.. 

-1 

• .. 

1 

•.. 

fM 

+ 

0 

_ 

0 

+ 

f(x) 


극대 

、 




즉 (극댓값) =/(— 1)=0, (극솟값) =/(1) = 一 4 이므로 

(극댓값) X ( 극솟값)=0 

이다. 따라서 /(이 =0은 하나의 실근과 한 쌍의 중근을 가전 

다. 


(3) f(x) = x 3 — 6x 2 + 9x + 2 두면 

f (x) =3(x — l)(x — 3) 

이다. /’ (모) = 0 인 점을 구하면 x = 1, a: = 3 이다. 따라서 f(x) 
의 증감표는 다음과 갈다. 


X 

• • • 

1 

•.. 

3 

• .. 

/M 

+ 

0 

一 

0 

+ 

fM 


극대 

、 




즉 (극댓값) =/(1) =6, (극솟값) =/(3) =2 이므로 

(극댓값)(극솟값)〉0 

이다. 따라서 / U ) =0은 하나의 실근과 두 허근을 가전다. 


예제 


88 . 




실수 x 에 대하여 부등식 x 


4 


립함을 미분을 이용하여 증명하여라. 


一 4r + 5〉0 이 성 


풀이 /( 모 ) = 모 4 — 4 모 + 5 라고 하면 /' Or ) = 4 冗 3 — 4 이다. 이때 
/' Or )=0 인 점은 冗 = 1일 때뿐이며 증감표는 아래와 같다. 


X 

•.. 

1 

• . . 

fix) 

_ 

0 

+ 

f(x) 

、 

2 



즉 /(비는 : r = l 에서 최솟값 2를 가전다. 최솟값이 양수이므로 
이 함수는 항상 양수의 값만 가전다. □ 


예제 


89. : r〉l 인 모든 실수 : r 에 대하여 2冗 3 — 6冗 + 5〉0이 


성립함을 미분을 이용하여 증명하여라. 


풀이 f ( x ) = 2 x 3 — 6 aH ~5 로 두면 f { x ) = 6 x 2 一 6이다. 

이때 x 〉 1이면 

f ( x ) = 6 x 2 — 6 > 6 • l 2 — 6 = 0 
이므로 冗 〉1 일 때 /Or) 는 항상 증가한다. 또한 /(l) = 1 > 0 
이므로 : r 〉1일 때 / U ) 의 값은 항상 1보다 크다. □ 


평면 운동에서의 속도와 가속도 

좌표평면 위를 움직이는 점 P ( x , ?/) 의 시각《에서의 위치가 
함수 : T =/(0, 2/ = 乂0와 같이 주어졌을 때，시각 쇼에서 점 
P 의 속도와 가속도는 다음과 같다. 

① 속도 ( f ， f ) ② 가속도 (f ’ $) 


예제 


90. 좌표평면 위를 움직이는 점 P ( x , 2 /) 의 시각 t 에서의 


위치가 x = t — sin t , ?/ = 1 —cost 로 나타내어질 때，점 P 의 
시각 ( 에서의 속도와 가속도를 구하여라. 


풀이 x , ?/의 도함수와 이계도함수를 구하면 


dx 


dt 


= 1 — cost , 


dy 


dt 


sin t , 


d 2 x 

dt 2 


sin t , 


d 2 y 


cos 


이다. 따라서 

점 P 의 시각 t 에서의 속도는 (1 — cos。sin t ), 
점 P 의 시각 t 에서의 가속도는 (sin 八 cost ). 
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IB 1 로피탈의 정리와 테일러의 정리 


로피탈의 정리와 테일러의 정리는 고급수학 과정이다. 


분수의 극한을 구할 때 분모와 분자가 모두 0에 수렴하거나 모 
두 무한대로 발산하는 형태를 부정형이라고 부른다. 로피탈의 정 
리는 미분을 활용하여 부정형의 극한을 구하는 방법을 제시한다. 


마찬가지 방법으로 a 에 매우 가까우며 x < a 인 x 에 대하여 

lim ― 작 4= lim 4[4 

x^a— 9 / x 구 a— 9 (C) x 구 a— 9 \^ ) 

가 성립한다. 따라서 

lim 곡라비 im 삭라 

x^a 9 \^) x 구 a 9 / 

이다. ■ 


코시의 평균값 정리 

두 함수 / U ) 와 9^ x )7} 닫힌구간 [ a , 이 에서 연속이고，열 

린구간 ( a , 6) 에서 미분 가능하며，열린구간 ( a , 6) 에 속하 

는 모든 冗 에 대하여 g f (x) 뉴 0 이면 

f(b)-f(a) _f r (c) 
g(b) ~g(a) g f (c) 

를 만족시키는 c 가 열린구간 니에 존재한다. 


증명 八(모) = {/(6)-/ ( a )} p ( x )_ {分 (6)_ p ( a )}/ (모) 라고 하 
면 h ( x ) 는 닫힌구간 [ a , 6] 에서 연속이고 열린구간 ( a , 6) 에서 
미분 가능하며 이다. 따라서 평균값 정리에 의하여 

h r ( c ) = 0 즉 

{/ ⑴ ~ f ( a )} g r ( c ) 一 { g ( b ) ~ g ( a )} f r ( c ) = 0 
인 c 가 열린구간 ( a , 幻 에 적어도 하나 존재한다. 

열린구간 ( a , 6) 의 모든 冗에 대하여 요 ' Or ) 세이므로 평균값 
정리에 의하여 요’ ( a ) 여 分 (6) 이다. 따라서 

f ( b )- f ( a ) jy ) 

分⑷-分 ( a ) g f ( c ) 

인 c 가 열린구간 ( a , 6) 에 적어도 하나 존재한다. ■ 


부정형 0/0 꼴에 대한 로피탈의 정리 

두 함수 /( x ) 와 요 ( x ) 가 x = a 를 포함하는 어떤 구간에서 
미분 가능하다고 하자. /( a ) = 요 ( a ) =0이고 a 에 가까운 x 
에 대하여 g r (x) 국 0이며 Or 국 ( 2 )，극한값 

lim 석다 

x 세 ) 9 ) 


이 존재하면 다음이 성립한다. 


lim 

x 크 a 


f(x) = 

g(x) 



x 수 a 9 



) 

) 


증명 a 에 매우 가까우며 a<;r 인 : r 를 택하자. 구간 [a, 비에 

서 코시의 평균값 정리를 적용하면 

f(x) -/(a) = /’(c) 
g(x) ~g(a) g f {c) 

를 만족시키며 a < c < a: 인 c 가 존재한다. g f (x) ^ 0, : r 국 a 이 
므로 평균값 정리에 의하여 요 Or) 국 요 (a) = 0 이다. 또 f{a) = 
分 ( a ) = 0 이므로 

fM _ /’⑴ 

g(x) g f (c) 

가 성립한다. 그런데 : r—>a + 이면 c_>a + 이므로 

lim 곡라이 im 작우 lim 삭라 

x^a+ 9 \^ ) c-^a+ 9 x^a+ 9 / 

이다. 


예제 


1 그 


⑴ lim 


91. 다 0 

Inx 


-한값을 구하여라. 


X- 


x~l 


(2) lim 


: r — 0 


1 — cos X 

X 2 


풀이 ⑴ limlnx = 0, limOr — 1) = 0이므로 로피탈의 정리에 

x^l x^l 

의 하여 


, . Inx , . ( lnx) r ” 1 / x ᅰ 
lim - r = lim 7 - 7 tt -= iim — l . 


x- 


x — \ 


x- 




x- 


(2) lim ( l - cosx . 

” —0 


0, lim ： r 2 =0 이므로 로피탈의 정리에 의 

x — 0 


하여 


lim 

x^O 


1 — cos X 


X 


lim 

x^O 


(i- 


cosx 




t . sm x 

x^0 니 


2 . 


부정형 oo/oo 꼴에 대한 로피탈의 정리 

두 함수 /( x ) 와 요 ( x ) 가 x = a 를 포함하는 어트 구간에서 
미분 가능하다고 하자. 冗키일 때 / Or ) 와 요 Or ) 가 양의 무 
한대 또는 음의 무한대로 발산하고 a 에 가까운 x 에 대하여 
g (x) 우 0이며 (x 수 a), 극한값 

lim 석다 

x 구 a 9 / 


가 존재하면 다음이 성립한다. 


lim 

x^a 


f{x) _ 
g(x) 


lim 



x 구 a 9 



) 

) 


참고 로피탈의 정리는 0/0꼴과 oo/oo 꼴 모두 노 -^ a ’ 를 

x ᅯ a + , x —令 a — , 또一 >oo, x — co 

중 어느 것으로 바꾸어도 성립함이 알려져 있다. 


예제 


풀이 


92. lim 七을구하여라. 

x^oo C 

limx 2 = oo , lim ，= oo 이므로로피탈의 정리에 의하여 

X^OO X^OO 


lim 

x^oo 



e 


X 


lim 

x^oo 



lim 

x^oo 


2x 


이다. 또 lim 2 x = oo , lim ，= ⑴이므로 다시 로피탈의 정리 

X — OO X^OO 

를 적용하면 


lim 

x^oo 


2 x 


2 ^ 
lim —-=0. 

厂 ) 丄 

X^OO C 
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함수 /(비가 : r = a 를 포함하는 열린구간에서 미분 가능할 때 
곡선 위의 점 U , /( a )) 에서의 곡선의 접선을 나타내는 일차함 
수 公 U ) =/( a )+/’( a )( a : i ) 는 함수 / Or ) 의 근사함수이다. 
즉 : r = a 의 근방에서 / Or ) 는 일차함수 

g ( x ) =/( a ) +/ r ( a )( x - a ) 

와 매우 가깝다는 것이다. 이 일차함수를 = 의 요 a 에 
서의 일차근사식이라고 부른다. 


일반적으로 : r = a 를 포함하는 열린구간에서 함수 y = f { x )7} n 
번 미분 가능할 때 다음과 갈은 n 차 다항식 


> // 


n 


\ x ) =/( a ) +/ / ( a )( x - a ) 

, &\ a ) 


(a) 


2 ! 


( x ~ a ) 2 H — 


n \ 


(x — a ) 


n 


을 함수 /(비의 : r = a 에서의 n 차 테일러 다항식이라고 부른다. 
이때 / Or ) 와 는 = a 에서 n 차까지의 도함수의 값이 일 

치한다. 즉 


/( a ) = P n { a ), /'( a ) = P n f ( a ) , …， f M ( a ) = P ^\ a ) 


가 성립^다. 


예제 


93. n = 3, n = 5 일 


일러 다항식을 구하여라. 


때 f ( x ) = sin ” 의 


x = 0 에서 의 테 


풀이 /( x ) = siruc 에 대하여 

f '( x ) = cosx , f r/ { x ) =— sinx , ( x ) =— cosx , 
( x ) = sin x , { x ) = cosx 


이므로 

/ (2n_1) (o) = (-i) n_1 , / (2n) (0) =0 
이다. 따라서 다음을 얻는다. 

ᅮ 3 3 5 

p 3 ( x )= x - — , P 5 ( x ) =x ~^ + ~^\ 


일반적으로 함수 /(시와 다항식 P n { x )$] 차 

R n M = f ( x )- P n ( x ) 

를 n 차 나머지 항이라고 부른다. 만약 함수 / U ) 가 임의 횟수 
로 미분 가능하면 테일러 다항식의 수열 를 얻을 수 

있다. P n (모) = /( x ) —及 n ( 모) 이므로 lim 五 n ( x ) = 0 이면 

71^00 


limP n ( x ) = lim { f ( x )— R n ( x )} 

ri —> OO U — > OO 

= f ( x ) - limHAx ) = f ( x . 


n- 


가 되어 테일러 다항식 尺 U ) 는 함수 /(비에 수렴한다. 이때 
테일러 다항식의 극한으로 주어지는 급수 

limPAx)=J ： ^^(x-a) k 


n- 


k=o 公! 
f ( a )-\ rf r ( a )( x ~ a ) 
, f M ( a ) 


- // 


( a ) 


2 ! 


(x — a ) 2 +• 


nl 


(x _ a) n +• 


를 /(^) 의 ” = a 에서의 테일러 급수라고 부른다. (a = 0 일 때 
에는 맥클라린 급수라고부른다.) 


다음 테일러의 정리는 함수 / U ) 가 적당한 조건을 만족시킬 때 
나머지항 의 모양과 오차의 한계를 보여준다. 


테일러의 정리 

함수 " = / Or ) 가 ;r = a 를 포함하는 열린구간 /에서 ( ri +1) 
번 미분 가능하고 ( n +1) 계도함수가 연속이면 열린구간 /에 
속하는 임의의 x 에 대하여 


f ( x ) = f ( a ) +,( a )0 r - a )+ ’ ^ Or - a ) 2 +." 


, f { n \ a ) 

n \ 

을 만족시키는 c 가 a 와 x 
의 임의의 궁에 대하여 


나1卜 쏭뽑나 I ” 1 

사이에 존재한다. 또 a 와 x 사이 


f { n +1 \ t )\< M 


을 만족시키는 상수 삼이 존재하면 나머지항 


u n 


X 


/ (n + 1) ( c ) 
(n +1)! 


( x ~ a ) 


n + 1 


은 부등식 


w A M 

^ ( x ) l - UTl )! 


x — a \ 


\n + l 


을 만족시킨다. 


증명 나머지항 =/( X ) — P W ( X ) 를 이용하여 t 에 대한 

함수 gM 를 다음과 같이 정의하자. 


. n 


分⑴ = fM - fit ) 


& \ t ) 


( t ) 


2 ! 




t )' 


n \ 


x ~ t ) 


n 


니 n 


(또) 


.X 


- t ) 


n + 1 


(x — a ) 


n + 1 


그러면 

g { x ) = f { x )- P n { x )- R n { x ) =0, g { x ) =0 

이므로 닫힌구간 [ a , 비에서 평균값 정리를 적용하면 a 와 x 사 
이에 요' ( c ) =0인 c 가 존재한다. 그런데 


요，⑴ =-i^l( x -tr +K ( x ) (n+1)( "~° 


n 


nl 


( x ~ a ) 


n + 1 


이므로 t = c 를 대입하면 요' ( c )=0 으로부터 

p ( A/ (n + l) W ( )n + 1 

R n \ X ) ( n + 1 )| \ X ~ a ) 

을 얻는다. 또 a 와 x 사이의 임의의 용에 대하여 

\ f { n +1 \ t )\< M 
인 상수 M 이 존재하면 다음이 성립한다. 


71 


(또) 


/ (n + l ) ( c ) 
(n + 1)! 


(x — a ) 


n + 1 


< 


M 


n 


+ 1 )! 


x — a \ 


|n + l 


예제 


_ 94. 함수 /( x )=? 의 : r = 0 에서의 테일러 급수를 구하 

고 71차 나머지항 에 대하여 lim ^ { x ) =0임을 보여라. 


n- 


풀이 f ( x ) = e x , /(0) = 1 이다. 또한 임의의 자연수 기에 대하 
여 /⑷ Or ) = e x 이므로 /( n )(0) = 1 이다. 따라서 : r = 0 에서 함 
수 / U )= ，의 테일러 급수는 


1 +x + 


rp^ 1 

tAy tAy 


2! 3! 


+ 


X 


n 


n \ 


- f - 


이다. 
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이때 n 차 나머지항 는 0과 x 사이의 적당한 c 에 대하여 


/ (n + 1) ( c ) 


수 ⑵- (n + 1)! 


X 


n + 1 


e c x n+l 


(n +1)! 

이 성립한다. lim 요 U )=0 임을 보이기 위해서 


n- 


lim 


n 


X 


) =o 


n- 


임을 보이면 충분하다. 


n 


X 


) 


e， \ x\ n + 1 = e c - lX 


\n + l 


(n +1)! (n + 1)! 

이므로 주어진 실수 x 에 대하여 | x | <사인 자연수 사를 택하면 
n 〉 k 인 자연수 n 에 대하여 


x 


|n + l 


X 


|n + 1 


n 


+i) 


< 


X 


|n + 1 


k k 


X 


n 


n + l 


+ l)n … ( k -\~ l ) k \ ~ k \ k n ~ k+1 k \\ k ) 


이고， _< l 일 때 lim 1 lx 


k 


n- 


k 


lim 


X 


n + l 


|n + l 


n 


이다. 따라서 lim 


u n 


(n + l )! 
x ) =0 이다. 


0 이므로 


0 


n- 


예제 


95. 함수 /( x ) = In (x +1) 의 : r = 0 에서의 1차 테일러 
다항식을 이용하여 In 0.9 의 근삿값과 오차의 한계를 구하여라. 


풀이 : r 〉 一 1일 때 


BI 부정적분 


함수 의 도함수가 /( X ) 일 때，즉 일 때 

서니를 /(이의 부정적분 또는 원시함수라 고 부르며 이것을 기 
호로 

J fMdx 

로 나타낸다. 


부정적분 


F { x )7\ /(비의 부정적분이면 씨비에 상수를 더하여 만든 
함수도 / U ) 의 부정적분이다. 즉 

J * f { x)dx = F ( x ) + C ( C " 는 상수) 


이다. 이때 /( x ) 를 피적분함수， C 를 적분상수， 冗를 적분변 



미분과 부정적분의 관계를 그림으로 나타내면 다음과 갈다. 


부정적분 

I 수 

( x)dx = F ( x ) + C 

t T 

미분 


If 


文) 


X + 1 


이므로 함수 /(이의 x = 0 에서의 1차 테일러 다항식은 

Pl(x) =f(0)~\rf r (0)x=X 

이다. 그러므로 In 0.9 의 근삿값은 

ln 0.9=/(-0. l ) = 사 (一0.1) =-0.1 

이다. 또한 




.X 


) 


1 


.X 


+ 1 ) ; 


이므로 _0.1< c <0 인 C 에 대하여 


\r(c)\ 


1 


： C+1) ; 


< 


1 


0.9 2 


이 성립한다. 따라서 테일러의 정리에 의하여 오차의 한계- 


Ri (一 0 - 1 ) 


, // 


( c ) 


2 ! 


< 


1 


2! 0.9 호 


(— 0 . 1 ): 


o.r 


162 


이다. 


겨러 가지 함수의 테일러 급ᄃ 


smx 


cosx 


치 + 


x 


5 


X 


7 


1- 


X 


2 


5! 

x 4 


7! 

6 


X 


e 


X 


1 + 


2 ! 

C 

ry» nr* 


4! 6! 

3 


X 


1! 2! 3! 


+• 


In (l + x ) 


rr* ry> 2 

*Xj *Xj 

T + 


X 


X 




3 4 


다음과 갈다. 

Or 는 모든 실수) 

Or 는 모든 실수) 

Or 는 모든 실수) 

•- (|x| < 1) 


함수 /(비의 부정적분을 구하는 것을 /(비를 적분한다고 말하 
고， 그 계산법을 적분법이라고 부른다. 

참고 다음은 모두 3一의 부정적분들이다. 

또 3 - 1 ， x 3 , 모 3 +1 ，또 3 +2 

왜냐하면 위 함수들은 각각 x 에 대하여 미분하면 모두 3一이 
되기 때문이다. 이렇게 한 함수의 부정적분은 하나만 있는 것이 
아니라 여러 개가 있는데，이들은 모두 상수를 제외하고는 동일 
한 형태이다. 따라서 3 x 2 의 부정적분을 

x 3 + C 07는상수) 

의 꼴로 나타낼 수 있다. □ 

부정적분 공식은 미분 공식을 거꾸로 생각하여 얻을 수 있다. 
다항함수의 부정적분은 다음과 같다. 


다항함수의 부정적분 

(1) J kdx = kx J rC (단， k 는 0 이 아닌 상수) 

(2) f x n dx = 一 ~~ rx n + 1 + C 

J n+l 

(단， n 은 자연수이고 (7 는 적분상수) 

EBB 96. (1) Jx 2 dx =^ x 3 + C (公는 상수) 
⑵ J * Ax^dx = ~\~ C ( (그는 상수) 

⑶ J * x dx = ^ ( (그는 상수) 

(4) J * ldx = x ~\~ C ( (그는 상수) 
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예제 


ldx 는 간단히 J dx 로 나타내기도 한다. 

97. 다음 등식을 만족시키는 함수 / Or ) 를 구하여라. (단， 
적분상수이다.) 


풀이 양변을 미분하여 구한다. 

⑴ f{x) = (3x 2 — Ax-\-C) r = 6x — 4 . 


⑵ /( 


x 


X 


— 2x 2 -\~5x~\- C) r = 3x 2 — 4x + 5. 


유리항의 적분공식 

① fx n dx : 


n+l 


X 


n + 1 


+ C ( 단， n^—l) 


② / 一 dx = ln|x|+ C 
x 


예제 


98. 다음 부정적분을 구하여라. 


⑴ / ^ l dx 


⑵ 


(a/x-1) : 


-dx 


x 


x 


풀이 (1) / 2x +1 dx 


2 公 H - \dx = x 2 -\-\n\x\~\- C 


x 


x 


⑵ 


( V 도 - 1): 


dx 


x 


-2V 도 +1 


dx 


x 


x 


1-2 또 2 + 


x I 


dx = x — 4 ： x 2 +ln |x | + (7 


x 


一 4 V 도 " +ln |x | + (7 


예제 


⑴ 


99. 다음 부정적분을 구하여라. 
sin x + 3 cos x)dx (2) f f 一一 —dx 


cos x 


풀이 (1) J (sin x + 3 cos x)dx 

sinxdx-\~3 J cos x dx 
- cosx + 3sinx+ C 

2 cos 3 x —4 


⑵ 


dx 


(2cosx — 4sec 2 x)<ix 


cos x 

cos xdx — 4 J se&xdx 
2sinx —4tanx+ C 


2 / 


부정적분과 미분의 관계 

함수 /(비 에 대하여 다음이 성립한다. 

⑴ f ^ dx } = f ^ 


⑵ 


d 


dx 


f(x) \dx=f(x) + C (단， (7 는 적분상수) 


J* f(x)dx = 3x 2 -4 ： x-\~C 

一식 

J f(x)dx = x 3 — 2x 2 -\~5x~\- C 

dx \ 


예제 


⑴ 


풀이 


100. 함수 / Or ) = 冗 3 — 2冗에 대하여 다음을 구하여라. 

1 - [Jf{x)dx) (2) /{ 옮/⑴ 

(1) -y-| f f{x)dx\ = -^—\ f (x 3 ~2x)dx 

CL00 v 雙 J ) CL00 v 雙 J . 


一 x z -\- C 


x — 2x. 


⑵ 


d 


dx 


f(x) 


dx 


d / 3 


dx 


x 


-2x) 


dx 


(3 또 2 — 2 )( 太文 = x^ ~ 2x + C. 


성질은 대부분 미분의 성질로부터 유도된다. 


부정적분의 성질 

⑴ Jkf ( x)dx = k Jf ( x)dx ( k 는 0 이 아닌 상수) 

(2) J * { f ( x ) -\~ g ( x)}dx = J * f ( x ) dx ~\~ J * g ( x)dx 

(3) J { f ( x ) — g ( x)}dx = J * f ( x)dx — J * g ( x)dx 


증명 /( x ) 와 p ( x ) 의 부정적 

⑴ {kF(x)Y =kf(x). 


ᄇ ᄋ 

tI- S 


각각 F(x), 功비라고 하자. 


⑵ {F(x) + G(x)Y = F' (x) + G' (x) = f(x) + 分 (x) 이므로 

I mx) +9{x)}dx = ^) + G ( x ) = J f ( x)dx + J g ( x ) d ^ 

(3) {F{x) — G(x)Y = F' (x) — G' (x) = f(x) — g(x) 이므로 


{/(x) —g{x)}dx = F{x) — G{x) = / f[x)(h 


g(x)ch 


예제 


101 . 다음 부정적분을 구하여라. 


(1) (x — l) 3 dx 


⑵ / 브 ±1 必 


⑶ 


K X 2 J rtx J rt 2 )dt 


⑷ 


X + 1 
X 2 


풀이 (1) (준식》 




X — 1 

3 一 3 또 2 + 3x — 1 ) dx 


dx — 


1 


x — 1 


dx 


4 3.3 


4^ 야 + 2 X 


(2) (준석') = J ( x 2 ~ x~\~ l)dx = — x 2, ~\~ x ~\~ C. 

( 단 ， x y^ — l) 

(3) J* (x 2 ~\~tx dt = x^t^ 


⑷ (준식》 


x 


모 3 — 1 

X — 1 


X—1 X—1 


dx 


\dx 


^x + \) dx = — x 2 -\~ x ~\- C . (단 ， x ^ l ) 

쇼 
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치환적분 


J /’ (g(x))g r (x)dx=f(g(x)) + C 


증명 합성함수의 미분법에 의하여 

d 


dx 


(/( 分 ( 또 )) =f (g(x))g(x, 


이므로 


J /’ (g(x))g (x)dx 


d 


dx 

f(g(x)) + C 


(f(g(x 、 )y)dx 


이다. 


■ 


예제 


⑴ 


102 . 다음 부정적분을 구하여라. 


.X 


+ 1 ) ^dx 


( 2 ) / (2x -\~l) 2 dx 


(3) J * 4 (2x +1) (x 2 + x - l)^dx 


풀이 (1) 


x 


+1) ^dx = — (x + l) 3 + C. 


(2) / ( 2x +1) 2 dx = "o" (+1) 3 • ~ + 6^. 


⑶ /(: 


4 

= X 

， g(x) 

d 

dx 

/( 分 U)): 


x 


+ — 1 이라고 하면 


d 


dx 




+ X — l) 


4 


= 4 {x 2 +x —l) 3 (2x + l) 
이다. 따라서 주어진 부정적분을 계산하면 


4(2x + l)(x 2 -\~x — l) 3 dx = f(g(x)) 


x 


+ X — 1 ) 4 + (7 


이다. 


위 예제의 (1)，⑵를 통해 다음 공식을 알 수 있다. 


、ax + b) n dx 


n + 1 


ax + b) 


n + 1 


-+c 

a 


IQ 정적분 


다각형의 넓이는 삼각형이나 사각형으로 분할하여 그 분할된 넓 
이의 합으로 구할 수 있다. 그러나 직선과 곡선으로 둘러싸인 
도형은 삼각형이나 사각형만으로는 완전히 분할할 수 없다. 
오른쪽 그림과 같이 곡선으로 둘러싸인 
도형의 넓이를 S ， 곡선의 내부에 있는 
정사각형들의 넓이의 합을 m , 곡선의 
내부와 곡선의 경계선을 포함하는 정사 
각형들의 넓이의 합을 M 이라고 하면 
m 브"브 M 이다. 이때 정사각형의 크 
기를 한없이 작게 하면 m 과 M 은 도형의 넓이 "에 가까워지므 
로， m 과 살의 극한을 구하면 이 도형의 넓이를 구할 수 있다. 



구분구적법 

다음과 같은 방법으로 도형의 넓이 또는 부피를 구하는 방법 
을 구분구적법 이라고 부른다. 

( i ) 주어진 도형을 충분히 작은 n 개의 기본도형으로 분할한다. 

( ii ) 기본도형의 넓이 또는 부피의 합을 구한다. 

( iii ) 위 (山에서 구한 합의 n ᅳ oo 일 때의 극한값을 구한다. 


예제 


_ 103. 곡선 2/ = 冗 2 과 직선 

x = l 및 x 축으로 둘러싸인 도형 
의 넓이를 오른쪽 그림과 같이 구 
간 [0, 1] 을 n 등분하고 곡선의 아 
래쪽에 직사각형을 만들어 구분구 
적법으로 구하여라. 



풀이 구간 [0, 1] 을 n 등분하면 양 
끝점을 포함하여 각 분점의 x 좌표 
는 차례로 다음과 갈다. 

ᄊ 1 2 n— 1 n 

0，一，一，•••，-，一= 1 

n n n n 

이때 각각의 직사각형의 높이는 각 
구간의 왼쪽 끝에서의 함숫값이므로 



0, 



\ n) ? \ n ) \ n / 


ᅪ ■ 관倍 는므로 폐， ■ 몌 삐 仏 



= 그구 {1 2 +2 2 +… +(n-2) 2 + (n-l) 2 } 


1 n(n— l)(2n— l) _ 1 T 1 \/ 1 、 

n 3 6 6 \ n /\ n, 


여기서 n 이 한없이 커질 때 ，은 곡선 = 一과 冗축 및 직선 
: r = l 로 둘러싸인 도형의 넓이 6 1 와 갈다. 

따라서 구하는 도형의 넓이 "는 


S =\ imS n 

n-^oo 


lim 


n 수 oo 



예제 


_ 104. 밑면의 반지름의 길이가 r 이고 높이가 h 인 원뿔의 

부피를 구분구적법으로 구하여라. 


풀이 오른쪽 그림과 같이 원뿔의 높 
이를 n 등분하고 각 분점을 지나고 밑 
면에 평행한 평면으로 원뿔을 자르면 
각 단면의 반지름의 길이는 위에서부 
터 차례로 다음과 갈다. 


r 2 r ( n — l)r 

n , n , ’ n 


그느 
~n 
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각 단면을 밑면으로 하고 높이가 느인 (n — 1) 개의 원기둥의 

n 


부피의 합 八은 


K 


V 


7T 


h 


n / n 
iir 2 h 


十서 되 2 스느 

n n [ n 


l)r 


h _ 

n 


.3 


n 

7rr z 


n 3 

wr 2 h 


{ l 2 +2 2 + … +( n - l ): 

n ( n — l )(2 n — 1) 

* 6 


6 


八 1 \ 

/ 1 \ 

1 

2 

\ n / 

\ n / 


따라서 구하는 도형의 부피 거 
V = lim V n = lim 프금느\ l 


2 - 


n- 


n- 


n / 


， n ， r 2 h 


n / 


함수 /(비의 그래프에 의해 둘러싸인 도형의 넓이를 구분구적 
법으로 구해보자. 함수 ?/ = /0 r ) 가 닫힌구간 [ a , 6] 에서 연속이 

자. 


구간 [ a , 6] 를 n 
를 차례로 



하며 


a = x x , x 2 , x 


/ 3^ 


X 


7i — 1 ， 


X 


n 


라고 할 때，극한값 


Ax = 


b — a 
n 


UmYj f( x k^ x 

n —。 아 

를 ?/ = /0 r ) 의 a 에서 心까지의 정적분이라고 부르며，이것을 기 
호로 



로 나타낸다. 정적분의 기호가 부정적분이 기호와 동일한 이유 
는 뒤에서 살펴볼 정적분의 기본 정리 때문이다. 


연속함수의 정적분 

함수 /(비가 닫힌구간 k 이 에서 연속일 때 다음이 성립한다. 


a 


f ( x ) dx = lim XI /( a + 

凡 — o 이 1 


b — a , \b — a 


k 


n 


n 


정적분 



의 값을 구하는 것을 함수 /(비를 a 에서 간까지 적분한다고 말 
한다. 이때 a 를 아래끝， b 를 위끝이라고 부르며 구간 k 이를 
적분구간이라고 부른다. 


정적분 


f ( x)dx 


에서 x 를 적분변수라고 부른다. 이때 적분변ᄃ 
바뀌어도 상관없다. 예를 들어 


다른 것으로 


/ f ( y ) dy , 

^ a 

모두 동일한 적분을 나타낸다. 


f ( z)dz 


a 


예제 


105. 정적분의 정의를 이용하여 / x 2 쇼의 값을 구하여라. 


풀이 /( x )= x 2 이라고 하면 함수 f [ x ) 는 구간 [0， 2] 에서 연 

속이다. 정적분의 정의에서 a = 0, 6 = 2라고 하면 

b — a _ 2 
n n ’ 

2 k 


Ax 


x k — a~\~kAx 


n 


f { x k )= x k - 

따라서 다음이 성립한다. 


2 k 


n 


4 k z 


n 


2 


n 


x 2 dx = lim XI f ^ x k )^ x= lim S 

0 n^oo 公 = 1 n_」>oo 公 = 1 \ Tl 


2 


으 

n 


lim 


n^oo [ Ti 


8 n ( n + l )(2 n +1) 


3 


6 


3 


참고 연속인 함수는 정적분가능하다. 그러나 정적분가능한 모 
든 함수가 연속인 것은 아니다. 즉 

(미분가능) 국 (연속) 여 (정적분가능) 

이지만 


(미분가능) 半 (연속) 年 (정적분가능) 


이다. 예를 
미분 불가」。 


-어 f ( x ) -- 
또한 


:시는 冗 = 0에서 연속이지만 : r = 0 에서 


f (、 x ) 


3 


[x > 1 ) 
[x < 1) 


는 [0, 2] 에서 정적분 가능하고 
연속이다. 한편 


3이지만 : r = l 에서 불 


/( 


X 


0 


X- 


유리수) 
리수) 


T 그 

~T 


a 


<6인 임의의 구간 一， 6] 에서 적분 불가능하다. 


정적분과 부정적분의 관계를 살펴보자. 아래 그림과 같이 연속 
함수 /⑴의 그래프와 t 축， 그리고 t = a , t = a ) 로 둘러싸인 부 
분의 넓이를 公(이라고 하자. 




이때 + /丄 C ) — 公나) 의 값은 가로가 워 이고 높이가 f ( x ) 

인 직사각형의 넓이 /( x ) U \ x | 에 가깝다. 즉 /난가 절댓값이 작 
은 잉 1: 수이면 

S ( x -\- Ax ) — S ( x ) = f ( x)Ax 

이다. 
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/나의 절댓값이 작을수록 양변의 오차는 줄어든다. 따라서 


, . S{x + Ax) — S{x) 
i，o -玉 



가 성립한다. 좌변은 " U ) 의 도함수와 동일하므로 


=f(x) 

ax 

임을 알 수 있다. 그런데 公(비는 /⑴ 의 그래프와 t 축, 그리고 
t = a, t = a: 로 둘러싸인 부분의 넓이이므로 위 식을 다시 쓰면 
다음과 갈다. 


적분과 미분의 관계 


d 

dx 



함수 /(비 의 한 부정적분을라고 하고，위 식의 양변의 
부정적분을 구하면 


1 X 


f(t)dt = F{x) + C 

이다. 식 (*) 의 r = a 를 대입하면 

0 = ! 、 f(t)dt = F(a) + C 

J a 

이므로 (7= —， ( a ) 이다. 다시 식 (*) 의 양변에 x 
면 

作 b 

f(t)dt = F(b) + C= F(b) - F( 、 a) 

이다. 따라서 다음 정리를 얻는다. 


(*) 


b 를 대입하 


정적분의 기본 정리 


함수 /Or) 가 닫힌구간 [a, 6] 에서 연속이고， F{x) 7 } f(x) 
의 한 부정적분일 때 


f(x)dx = F( 、 b) — F(a) 


a 


가 성립한다. 이때 Hb ) - F (、 a ) 를 [ i ? U ) 比로 나타낸다. 


(EI 적분의 성질 


정적분의 여러 가지 성질은 정적분의 정의와 부정적분의 성질로 
부터 얻어진다. 


정적분의 성질 

두 함수 f(x), 요 U ) 가 세 실수 a, b, C- 
서 연속일 때 다음이 성립한다. 


구간에 


① / kf(x)dx 


a 



f(x)dx (紀는 상수 ) 


② / {f(x) +g{x)}dx 


a 


b P b 

f(x)dx-\- I g(x)dx 

a ^ a 


③ 


b 


b 


{f(x) — g(x)}dx = / f(x)dx — / g{x)dx 


a 


a 


④ / f(x)dx-\- / f(x)dx= / f (x)dx 


a 


a 


예제 


107. 다음 정적분의 값을 구하여라. 


(1) / (t 2 ~ < 2t J r\)dt 


(2) / (3x 2 -6x~\-2)dx 


⑶ 


(t 一 1 ) \it 


⑷ 


s ~ l){s^ ~\~ s ~\~ l)ds 


一 l 


풀이 a ) (준식》 


3 


t 3 ~t 2j rt 


• 3 8 -3 2 + 3|-(|- • 1 3 _1 2 + 1 = * 


⑵ (준식) = x 3 ~3x 2 -\~2x_ 


(2 3 —3 • 2 2 + 2 • 2)-(0 3 -3 • 0 2 + 2 • 0) = 0. 


⑶ (준식): 


3 


U-l ) ； 


-l 


3 


3 / 


(4) (준식) =— / (s — l)(s 2 + s + l)<is 


(s 3 — l)ds 


4 


s 4 — s 


3 、 

4 / 


T 


정의 


106 . 다양한 경우에 적분을 하기 위하여 다음과 같이 정 


의^다. 


a 


公일 때 / f(x)dx = 0, 


a 


a > 心일 때 / f(x)dx 


1 a 

f{x)dx. 


a 


예제 


⑴ 


⑵ 


108. 다음 정적분의 값을 구하여라. 


0 x 3 


一 1 


1 또 — 1 


dx + 


o 


t-1 


dt 


一 i [* i 

3 i o™2 | i \ i / 3 


(x 3 + 3x 2 + l)dx-\- I {y 3 ~\~3y 2 ~\~l)dy 
-2 ^ -1 


참고 정적분의 기본 정리는 정적분을 계산할 때 미분의 역연 
산을 이용하여 쉽게 할 수 있다는 것을 말해준다. 또한 정적분 
의 여러 가지 성질이 부정적분의 성질과 비슷하다는 것도 말해 
준다. 완전히 정의가 다른 정적분과 부정적분이 이렇게 밀접한 
관계를 가지고 있다는 사실은 정말 놀라운 일이다. 


풀이 (1) (준식)= 

0 x 3 — 1 


° X 3 


-1 


X — 1 


dx 


I 


X—1 


dx 


一 i 


x — 1 


dx 


x 


-\~x + l)dx 


-l 


6 . 


(2) (준식》 


-i 


一 2 


X 


3 + 3 x 2 +1 ) dx + / ( x 3 + 3 x 2 +1 ) dx 


3 I o™2 


X 


3 + 3 x 2 + l)dx 


一 2 


4 


一 l 


4 3 

X +X +X 


一 2 


1-(- 6 ) = 두 • 
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예제 


109. 다음 정적분의 값을 구하여라 . 


( 1 ) / \x~\-l\dx 


⑵ 


— r f* 
*Xj 


dx 


一 2 


풀이 절댓값 안의 식이 0 이 되는 점을 기준으로 구간을 나눈 

다 . 

⑴ ( 、준삭 ) = J 、 \x-\-l \dx + J \x~\~l \dx 

— 2 — 1 

一 1 1 

(l—x)dx J r j (x~\-l)dx 
一2 신 -1 


2 


nr* - - ry» ~ 

— *Xj 

/Li 


-1 

1 9 


+ 

-2 

"L 2 
卜 

— X 


3 


2~°ri2~r2/j 


-i 


2 . 


1 P 2 

( 2 ) ( 준식 ) = j \x 2 —x\dx~\~ I \x 2 ~x\dx 

0 J 1 


3 


X 3 + 。 

1 

+ 

[ 1 3 1 2 ] 

_ rr» O - - rp 

2 J 

0 

Y 3 2 J 


1. 


/(비가 우함수이고 요(비가 기함수이며 a 가 양수일 때 


f(x)dx 



f(x)dx, 


1 a 

g{x)dx =0 


a 


이 성립한다 . 


예제 


110 . 함수 /Or ) 가 [— 1 , 1 ] 에서 정적분 가 


ᄋ 


우^"수 


이며 / f ( 어 doo =— 1 일 때 


(x 3 — 2 x~ 5 )f(x)dx 


一 i 


구하여라 . 


풀이 fix) 7 } 우함수라는 것은 그래프가 ^/축에 대하여 대칭이 
라는 것이다 . 즉 모든 실수 冗에 대하여 f(—jo)=fM 7 } 성립 
한다는 것을 의미한다 . 따라서 


f(x)dx 



f(x)dx =— 2 


o 


가 성립한다 . 이 식을 이용하여 주어진 적분을 계산하자 . 

1 

(x 3 — 2 x ~ 5 )f(x)dx 

-i 

x 3 f(x)dx — 2 j xf{x)dx ~5 / f{x)dx 

겨기서 一/(비와 xf(x ) 는 모두 기함수이므로 

x 3 / (x)dx = 0 , j f(x)dx = 0 
一 i 신 1 


이다. 따라서 


3 


^ — 2 x — b)f(x)dx =—5 j f(x)dx = 10 . 

一 i " 1 


우함수와 기함수의 곱의 결과는 다음과 갈다 . 
( 우함수 ) X ( 우함수 )=( 우함수 ) 

( 우함수 ) X (기 함수)=(기 함수 ) 

(기 함수 ) X (기 함수 )=( 우함수 ) 


정적분으로 정의된 함수의 미분 


① 


② 


d 


dx 

d 

dx 


f(t)dt = f(x. 


1 X +a 


f{t)dt = f(x J ra)-f{x) 


X 


증명 함수 /(이의 한 부정적분을라고 하면 

d 


① ■ 본 ~ f(t)dt= [F(t)} 


dx 


a 


dx 


X __ _ 

a dx 


F(x)-F{a) 


F' (x) = f(x) 


② 


rj f* x a /7 

d^L 뻬 [ 外 )] 


d 


X 


x +a_ _ 

^ dx 


_F(x-\~a) — F(x) 


쑈 F{x J ra) - ^Fix) = F' (x + a) — F' (x) 


dx * '시 dx 

/U + a ) - f ( x ). 


■ 


예제 


111 . 다음 향 


S 


s 


' X 


X 에 대하여 미분하여라 . 

1 x +2 


(1) j (2 t 2 — 3 、)dt 

J 2 

풀이 ( 1 ) 2 x 2 -3 


⑵ 


( t 2 ~ 3 t ~\-2 )dt 


X 


( 2 ) 4x~2 


정적분으로 정의된 함수의 극한 


① lim- 


x 구 a ^ 一 쑈 ᆻ a 


» 

f(t)dt = f(a) 


1 x+a 


② lim— 

x ^ a 


f(t)dt = f(a) 


증명 함수 /(이의 한 부정적분을라고 하면 


① lim- 




x +a 
a 


x^a ^ — d J a x 세 l ^ — 여 x^a ^ — 幻 ^ 

= F r (a) = f(a). 

1 rx+a 

② lim— / f(t)dt= lim - 

x^O ^ ^ a x ᅱ 0 ^ 

r F{x + a)-F{a) "， 、 사、 

= lim - = F {a)=f{a) 


■ 


예제 


_ 112 . 다음 극한값을 구하여라 . 

⑴ lim 


2~\~x 


x- 


1 (t ~\~2t)dt ( 2 ) lim — / 4：)dt 

X — x^o X J 2 


풀이 a ) f(t)=t 2 + 2 t 로 놓고，/⑷의 한 부정적 
고 하면 


ᄇ 으 

iir s 


，⑴라 


( 준식 ) =lim 쓰 =lim 서이 — 的) :，⑴ = / (1) = 3 . 


x- 


x — l 


x- 


x~l 


⑵ /⑴ = 3 나 4 로 놓고，/⑴의 한 부정적분을，⑴라고 하 
면 

[F{t)\l +X ” F {2 + x)-F{ 2 ) 


( 준식 ) 떳 ， 


lim- 

x^O 


X 


，， ( 2 ) = /( 2 ) = 6 + 4 = 10 . 
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정적분과 무한급수 

① limE/(a + ^ U_a 


n ^oo k=1 

n 


n 


n 


f ( x)dx 


② lim ' Yjf \ a-\-—k 


V 


n ^oo k=1 

n 


p 

n I n 


③ lim 5 ]/a + — k 


q 


n ^oo k=1 


p 

n I n 



a+p 广 p 

f ( x ) dx = I f ( x -\~ a)dx 

a ^ a 


1 


f ( a -\- px)dx 


예제 


113. 정적분을 이용하여 다음 극한값을 구하여라. 


n 


limXll 1 + 

凡 — 00^=1 


2 k 


n 


\2 


n 


풀이 무엇을 적분변수로 정하느냐에 따라 다르게 풀 수 있다. 


방법 1. 1 + 


2 k 


n 


x 


로 나타내는 경우 


ou o 

1 + 一를 冗로，사의 계수 一를 必로 나타낸다. 
n n 

公 =1이면서 n — o ◦일 때 오: = 1 이고 ， k = n 일 때 冗 = 3이 
므로 적분구간은 [1, 3] 이다. 


방법 2 


따라서 (준식) 
2 k 


\ 2 dx = 부 

O 


n 


를 x 로 나타내는 경우 


9 公 9 

— 를 : T 로，사의 계수 一를 dx 로 나타낸다. 
n n 


公=1이면서 ⑴이면 : r = 0 이고，차 = ri 이면 : r = 2 이므 
로 적분구간은 [0, 2] 이다. 


따라서 (준식) 
k 


2 

(l + x ) 2 dx = 


3 . 


방법 3. 


k 


n 


를 x 로 나타내는 경우 


를 xS ., A : 의 계수 一 을 dx 로 나타낸다. 
n n 


• 公 =1 이면서 71— O ◦이면 : T = 0 이고，사 = 71이면 冗 = 1 이므 
로 적분구간은 [0, 1] 이다. 

따라서 (준식)=2 f (l + 2 x ) 2 cb =4 유' 


예제 


ᄇ ᄋ 


이용하여 다음 극한값을 구하여라. 


_ 114. 정적ᄎ 

n 

(1) lim 5] 

刀，— 00 fc = ] 

풀이 (1) 츠를 : r 로 丄을 dx 로 나타내면 
n n 


(시 2 丄 

(2) limSfl + ^ f - 1 ■ 

\ n ] n 

이 0 이네\ n 1 n 


[0, 1] 이 


다. 따라서 (준식): 


x 2 dx 


3 . 


n 


⑵ lim XII 1 + 

凡—00於= 1 


3 k 


n 


\2 


2 2 


n 


n 


lim XI 1 + 


冗ᅱ 00 fc = 1 


3 k 


n 


\3 


3 


n 


에서 


rtU Q _ 

1 + —을 冗로，一을 dx 로 나타내면 적분구간은 [1， 4] 이다. 
n n 

따라서 (준식)= * J x 3 dx = 풍 . 



치환적분과 부분적분 

합성함수의 미분법을 거꾸로 하면 다음과 갈은 적분 공식을 얻 
는다. 


치환적분법 

미분가능한 함수 요 0) 에 대하여 a : = g ( t ) 로 놓으면 

J f { x)dx = J f ( g ( t )) g ( t)dt 

히 

f ( x 、 




/( 


X 


-dx = ln |/( x )| + C 


치환적분법은 

J f ( g ( x))g { x)dx = f ( g ( x )) + C 


로 나타낼 수도 있다. 


예제 


115. 다음 부정적분을 구하여라. 
(1) f (2 x -\~ l) 3 dx (2) 


1 


{2 x — 3) ‘ 


dx 


풀이 (1) 2 x -\~ l = t 로 놓으면 x = ᄒ 이 에서 


2 


dt 2 


이므로 


(2 x -\~ l ) 3 dx = J t 3 • 능 dt = ♦ J t 3 dt = 는 4 + C 


8 


( 2 x + 1) 4 + O . 


(2) 2 x ~3 = 용로 놓으면 x 

1 


t + 3 ,, dx 

에서 


2 


dt 2 


— 이므로 


{2 x 一 3: 厂 


dx 


t 2 


께 J J dt = ~ Yt 


f r 


2(2 x -3) 


예제 


116. 부정적분 / sin 3 : rcos ； rcbr 를 구하여라. 


풀이 siruc = f 로놓으면 


sin 3 xcosx(ix 


dt 


dx 


cos x 이므로 


t 3 dt=-t^C=-sin^^C 


예제 


⑴ 


117. 다음 부정적분을 구하여라. 
2 x 


x -1 


dx 


⑵ / tan x dx 


풀이 ⑴ (으 一 1)’ = 2 a : 이므로 


2 x 


x z ~l 


dx 


x 


-1)， 


X z -1 


, smx .ᄀ ( 

yZ ) tanx = -이고， [ cosx , 


cosx 


dx = ln\x 2 — l| + (7 


sim 이므로 


tan x dx 


smx 7 

- dx = 

cosx 

(cos 또)’ 
cosx 


smx 


dx 


cosx 

dx =— In | cos x \+ C 
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예제 


풀이 


118. 부정적분 


1 


(모 + 1) 


X 


dx 를 구하여라. 


x(x +1) 0C 00 + 1 

1 dx= rl 1 1 


이므로 


x\x 


+ 1 ) 


X X + 1 


\dx 


In |x | — In |x +11 + C= In 


x 


x-\-l 


+ C 


예제 


풀이 


119. 부정적분 


5x~7 


a 


5x — 7 _ 

x 2 -3x + 2 x-1 

5x-7 


또 2 — 3x + 2 
b 


cfe 를 구하여라. 


하면 


~ 3x + 2 ~ 3x + 2 

이므로 

a-\-b = 5, — 2a —7 

이다. 이것을 풀면 a = 2, 6 = 3 이다. 따라서 

5x~7 2,3 


x — 2 

(a±b) x — 2a — b 

~2 


X 


-3x + 2 x-l x-2 


이므로 


5x-7 


x 一 3x + 2 


dx 


2 


3 


dx 


x —1 x ~2) 

2 In | x 一 11 + 3 In | x 一 21 + ^7 
In | (x — l) 2 (x — 2) 3 | + C 


치환적분법을 이용한 정적분 

구간 [ a , 6] 에서 연속인 함수 / U ) 에 대하여 미분가능한 함 
수 冗 = 요⑴ 의 도함수 g ( t ) 7} 구간 [ a , /?] 에서 연속이고 
a = g ( a ), 6 = 分(戶)이면 


냉 


f(x)d(x)= / f(g(t))g(t)dt 


a 


a 


예제 


120 . 정적분 / 2 e 2a; + 1 必를 구하여라 


풀이 2 x ^1= 송로 놓으면 x = ^ ^ 에서 ■ 이고 


2 


dt 2 


冗 = 0 일 때 t = l , : r = l 일 때 t = 3 이므로 

우 =e 3 - 


1 广3 

2e 2x + 1 dx= I e t dt 

o J 1 


e 


e 


7T 


예제 


121. 정적분 / sin 2 冗 cosa:cb 를 구하여라. 


풀이 sin a : =야로놓으면 


dt 


dx 


cos x 이고 


7T 


冗 = 0 일 때 t = 0, 冗 = ~^•일 때 송 = 1 이므로 

쇼 


7T 


sin 2 xcosx<ix 


f t 2 dt = 

\t 3 

' 0 

[ 3 J 


3 


예제 


122 . / 、 1 〜 一 x 2 dx 를 구하여라. 


o 


풀이 x = 2 sin — 0 < ^ 

스 i Zi J 


로 놓으면 


dx 


d 6 


2 cos 산이고， 


7T 


冗 = 0 일 때 산 = 0 ，冗 = 2 일 때 산 = 규이므로 


、卜一 x 2 dx = / 2 、 A (1 — sin 2 分) . 2 cos 0 d 0 


7T 



J 1 + cos 20 
2 


d 0=2 


6 — sin 26 

쇼 


7T 


a 〉0 일 때 

y / a 2 — x 2 dx 


이와 갈다. 



부분적분법 

두 함수 fix ), 요 Or ) 가 미분가능할 때， 

J f ( x ) g r { x)dx = f ( x ) g ( x ) - J f ( x ) g ( x)dx 


증명 y = f (、 x ) g (、 x )°‘ 때 

y =f r (x)g(x)-\rf(x)g r (x) 

이므로 양변을 x 에 대하여 적분하면 

f 、 x)g 、 x) ~\_ C = J f f {x)g{x)dx + J f{x)g\x)dx 
이다. 이것을 정리하면 

J f{x)g r (x)dx =f(x)g(x) - J f (x)g(x)dx 
이다. (적분상수는 우변의 부정적분에 포함되어 있다.) 


예제 


_ 123. 다음 부정적분을 구하여라. 

⑴ J * In xdx (2) J e x sinxdx 

풀이 ⑴ / Or ) = lruc ， 요 ' Or ) = 1 로 놓으면 

f ( x ) = —, g ( x ) = x °] RS . 
x 

\nxdx = x \ nx — f — • xdx = x \ nx — I dx 

J x 

= x\n x — x + C 

(2) f { x ) = e x , 分’ ( x ) = siruc 로 놓으면 
f { x ) = e x , 分 Gr ) = — cost 이 

sin x dx =— e x cos x + / e x cos x dx 


부분적분법을 한 번 더 적용하면 

e x cos xdx = e x sin x 


e sinxdx 


②를 ①에 대입하여 정리하면 

e x sin x dx =— e x cos x + ( e x sin x — J e x sin dx ) ， 

2 Je x sinxdx = e x (sinx — cosx ) 

따라서 구하는 


e x smxdx = — e x (sin x — cosx ) + C 

쇼 


■ 


① 


② 
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예제 


1 24. 부정적분 / : re x < ix 를 구하여라. 


풀이 f (x) = x ， g (x) = e x 으로 놓으면 
f (x) =1, 요 Or )= e x 이므로 


xe dx = xe 


X 


1 • e x dx = xe x ~e x + C 


부분적분법을 이용한 정적분 

두 함수 /( X )，요 Or ) 가 미분가능하고 f (x), 少 Or ) 가 연속 
일 때， 


f{x)g {x)dx= [f(x)g(x) 


a 


f ( x ) g ( x)dx 


a 


a 


예제 


125. 다음 정적분을 구하여라. 


i 


7T 


(1) I xe x dx 
o 


⑵ / z 1 xsmxdx 

' o 


풀이 


⑵ 


(1) f xe x dx 

J o 


xe 


X 


1 


e dx = e 




X 


7T 


7T 


7T 


X 


sinxdx = [ x {— cosx ) 


(— cosx)dx 


7T 


0— [— si 


smx 


삼각함수，지수함수，로그함수의 적분 


지금까지 살펴본 미분법과 여러 가지 적분법을 활용하여 삼각함 
수，지수함수，로그함수의 적분을 구해보자. 


삼각함수의 부정적분 

① J smxdx =- cosx+C 

② Jcosxdx = sinx+C 

③ Jtanxdx =- ln \ cosx\+C 

④ Jsec 2 xdx = tanx+C 

⑤ fcosec 2 xdx =- cotx+C 


예제 


126. 다음 부정적분을 구하여라. 


(1) / t^n 2 xdx 


⑵ 


cos X 
1 + sinx 


dx 


풀이 (1) / tdin 2 xdx = / (sec 2 ;r —l)cfe = taruc —(7 


⑵ 


COS X 

1 + sinx 


dx 


1 — sin x 
1 + sinx 


dx 


(l + sinx)(l — sin 또 
1 + sinx 


dx 


(l — sin x)dx = x-\-cos x -\- C 


예제 


풀이 


x 


127. 부정적분 / sin 2 y 必를 구하여라. 


sin 2 | 士 

쇼 


\ dx ~ J \ 


1 — cos X 
2 


dx 


— cos xdx= —x 


2 


sinx+ C 


지수함수와 로그함수의 부정적분 (단， a 〉 0, a 국 1) 


① / e x dx = e x C 


X 


② / a x dx 


a 


In a 


C 


(3) J \nx dx = x\nx - x-\~C 

④ dx = ^Z^ +c 

J In a 


예제 


128 . 다음 부정적분을 구하여라. 


(1) / e x+2 dx 


⑵ 


戶 1: 


X 

e —x 


dx 


풀이 (1) / e x+2 dx= I e x • e 2 dx = e 2 / e x dx 


e z e x + C=e x+2 + C 


⑵ 


e 2x - x 2 


X 

e —x 


X 


dx 


e x -\~x)(e x —x) 


X 

e —x 


dx 


-\-x)dx = e x -\- —x 2 + C 

쇼 


예제 


129. 부정적분 / sin 3 ： rcos ; rcb 를 구하여라. 


d . 4 


# 0 | —— sin 4 x = 4sin <j x • cosx°lP-?-. 


dx 


sin 3 xcos^x=-sin 4 , + r 


참고로 이 풀이를 예제 116번과 비교해 보아라. 


적분의 ^■용 


적분을 활용하여 여러 가지 문제를 해결할 수 있다. 

정적분을 이용한 부등식의 증명 

① a < 6이고 f ( x ) > 0일 때， 

b 

f ( x)dx > 0 

② a <6이고 f (、 x ) < 公(모) 일 때， 

b n b 

f ( x)dx < / g ( x)dx 


a 


예제 


130. n 이 자연수일 때，다음 부등식이 성립함을 증명하여라. 

In (n +1 ) < 1 + — + —H -1 

2 S n 
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풀이 f(x) = 丄 이라고 하면 함수 f(x) 는 a; 〉0 일 때 감소한다. 

' X . 

따라서 곡선 2/=1•과 ^축 및 두 

x 

직선 X = 1, : T = 7l+1 로 둘러싸인 
넓이는 오른쪽 그림의 직사각형의 
넓이의 합보다 작다. 즉 

n + 1 1 11 1 

—— dx < 1 + — + —H -1 

x 2 S n 

이다. 그런데 




p n + 1 

J 1 



Inx 


우 + 1 = ln(n + l) 


이므로 


In (n + 1) < 1 + — + —H -1- . 

2 6 n 


곡선과 축 사이의 넓이 

함수 2/ = /U) 가 구간 [a, 끼에서 연속일 때，곡선 y = f(x) 
와 冗축 및 두 직선 x = a, oc = b 로 둘러싸인 부분의 넓이 S 
는 다음과 갈다. 

S= f \f(x)\dx 


예제 


131. 다음 


(1) 곡선 y =—x 

(2) 곡선 y = x 2 
러싸인 도형 


도형의 넓이를 구하여라. 

2 + 2冗 + 3과 : r 축으로 둘러싸인 도형 
一 3冗와 : T 죽 및 두 직선 一 1과 X 


= 2로 둘 


풀이 (1) 주어진 곡선의 X절편은 
-1 과 3이고， 구간 [-1， 3] 에서 
V > 0이다. 따라서 구하는 넓이 公는 


公= 



( — x 2 + 2x + 3 ) dx 


x 


3 


+3x 


一 l 


32 



⑵ 구간 [一1，이 에서 2/ 스 0이며 구간 [0, 2] 에서 2/ 브 0이 



31 


두 곡선 사이의 넓이 

두 함수 2/ = /U) 와 2/ = 分(冗) 가 닫힌구간 [a, 6] 에서 연속 
일 때，두 곡선 2/ = /U) 와 y = g(x) 및 두 직선 a: = a 와 
cc = b 로 둘러싸인 도형의 넓이 6" 는 



예제 


도형의 


132. 직선 y = x — 
넓이를 구하여라. 


1 과 


곡선 


풀이 방정식 冗 2 —2冗一1=冗一 1을 
풀면 x = 0, :r = 3 이므로 주어진 
직선과 곡선의 교점의 x 좌표는 0, 
3이다. 구간 [0, 3] 에서 
x~l > x 2 — 2x~l 
이다. 따라서 구하는 넓이 "는 


y = x 2 — 2x — lS. 둘러싸인 



5= 



— 2x~ l)}dx 


f {—x 2 -\~3x)dx = 

J o 



3 J 

[ 3 

2^J 


_9 

~2 


예제 


과 


x 


133. 다두 곡선 ?/ = siruc 와 y = cos x 및 두 직선 x = 0 
= 7T 로 둘러싸인 도형의 넓이를 구하여라. 


풀이 구간 [0， 7T] 에서 주어진 두 곡선의 교점 의 : T 좌표는 

sinx = cosx 


를 만족시키는 점이다. 위 식을 변형하면 


sinx — cos x = 





에서 = f 이다. 



구간 


0, 


7T 

4 


에서 sinx < cosx 이다. 


구간 


7T 

I ， 


7T 에서 sinx > cosx 이다. 


따라서 구하는 넓이 "는 


5= 


7T 

/ 4 (cosx —sinx)<ix + 

J o 



cos x)dx 


7T 

sinx + cosx] 0 4 + [—cosx —sinx] ^ = 2 \[2 

T 


예제 


_ 134. 곡선 ^ / = lruc 와 점 (e, 1) 에서 이 곡선에 그은 접 

선 및 x 축으로 둘러싸인 도형의 넓이를 구하여라. 


풀이 少 = 丄 이므로 점 (e, 1) 에서 주어진 곡선에 그은 접선 
x 

의 방정식은 y~l = —(x-e), 즉 丄冗이다. 

e e 
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그러므로 주어진 도형은 곡선 x = ey 와 두 직선 x = 와 
2/ = 0으로 둘러싸인 도형이다. 



따라서 구하는 넓이 


公 = 


{ e y — ey)dy 


e y -늑 y 2 


f— 1 


입체도형의 부피 

닫힌구간 [ a , 이에서 x 축에 수직인 평면으로 자른 단면의 넓 
이가 公(비인 입체도형의 부피 F 는 



이 공식은 6 tx ) 가 구간 [ a , 6] 에서 연속일 때에 사용한다. 


참고 적분을 이용하여 입체도형의 부피를 구할 때에는 적분 
구간과 단면의 넓이 함수 하 x ) 를 구하는 것이 중요하다. 



예제 


135. 정적분을 이용하여 밑면의 넓이가 "이고 높이가 h 


인 사각뿔의 부피를 구하여라. 

풀이 오른쪽 그림과 같이 사각뿔의 
꼭짓점 0를 원점，꼭짓점에서 밑면에 
내린 수선을 x 축으로 정하자. 

x 좌표가 x 인 점을 지나 x 죽에 수직 
인 평면으로 자른 단면의 넓이를 
公 Or ) 라고 하면 

S ( x ) : S = x 2 ： h 2 

이므로 S { x ) = 6끼다. 따라서 구하는 부피 

h z 


Six ) 



h 


S { x)dx 


h 


x 


h 2 


Sdx 


S 

7 ? 


卜사 

h 

1 . 



~--Sh 


[ 3 J 

0 

3 


회전체의 부피 

닫힌구간 [ a , 6] 에서 곡선 y = f ( x 、) 를 x 축을 회 전축으로 하 
여 회전시킬 때 생기는 회전체의 부피 F 는 

V = 7 T f { f ( x)} 2 dx 


예제 


136. 곡선 y = x 2 + 1, 冗죽， y 죽 ，직선 冗 = 1로 둘러싸인 


도형을 x 축을 회전축으로 하여 회전시킬 때 생기는 회전체의 
부피를 구하여라. 


풀이 


7T / [X 


+1 ) 2 dx 


1 


4 


7T / { X ^ -\~2 x 2 + l)dx 

0 


7T 


5 3 


28 

15 


■7T 



곡선의 길이 

① 곡선 x = f ( t ), y = g { t ) 


a 


< 송 < 6) 의 길이 I 은 


dx 

dt 


dy 

dt 


dt = f ^{f ( t )} 2 + { g r ( t )} 2 dt 


② 곡선 y = f ( x ) (a < 冗 < 6) 의 길이 Z 은 

a/i + {/’ (또) } 2 dx 


a 


증명 곡선의 길이 I 은 시각 f 에서의 위치가 冗좌표는 x=f{t) 
이고 2 /좌표는 y = g(t、) 인 점 P (x, 2/) 가 좌표평면 위에서 시각 
송 = a 부터 시각 ( = 6 까지 움직인 거리와 갈다. 




위 오른쪽 그림과 같이 매개변수가 f 부터 f + Zk 까지 변할 때， 
점 POt , 2/) 는 점 Q(x + Z \ x , + 까지 움직인다고 하자. 
그러면 용의 증분 쇼가 충분히 작을 때 /의 증분 ᅀ I 은 선분 
PQ 의 길이와 거의 갈다. 

피타고라스의 정리에 의하여 다음과 같이 쓸 수 있다. 

ᅀ I = PQ = \/{ Ax ) 2 + { Ay ) 2 
그러므로 다음을 얻는다. 


dl 

ᅀ l 

- lim — r ~ = 

= lim \l 



dt 

세 At 

At^O V 

\ At j 

l At ) 



따라서 곡선 x = f ( t ) , y = g { t ) ( a < f <6) 의 길이 Z 은 다'음 
과 갈다. 



한편 함수 y = f ( x ) (a < 冗 < 6) 인 매개변수 t 를 이용하여 다 
음과 같이 나타낼 수 있다. 


x = t , y = fit ) ( a < t < b ) 


그러므로 곡선 y = f { x ) (a < a ; < 6) 의 길이 l 은 다음과 같다. 




dyY 

dt 


dt = 



A/l + {/0} 2 dt 


Vl + {/’ ( x )} 2 dx . 
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예제 


137. 곡선 y = lnx , a : 죽， y 죽, 직선 y = 2로 둘러싸인 
도형을 2/축을 회전축으로 하여 회전시킬 때 생기는 회전체의 부 
피를 구하여라. 


풀이 ^/ = lruc 에서 

x = e y (0 < y < 2) 
이므로 구하는 부피 厂는 




. e ， 


') 2 dy 


，2 

7 T / e 2y dy = 7 r 
0 


2 


e 


% 


和 4 - D 


예제 


ᄇ ᄋ 


_ 138. 정적 t 는 
구하여라. 


이용하여 반지름이 r 인 원의 둘레의 길이 


풀이 /( 


x 


、!? 


x 2 이 라고 하면 一 r <; r<r 일 때 / Or ) 의 
그래프는 반지름이 r 인 반원이 된다. 이때 

fix )- 가 




x 


이므로 이 반원의 호의 길이는 

a/i + {, ( 또 ) } 2 dx 

V 

이고 위 식을 변형하면 
(준식)= 


1 + 


x 


2 


■ r v r 2 —x 2 


dx 



\[구 


■r y r — x 

이다. x = rcos 分로 치환하면 (단， 一 7T < 多 < 0) 

dx 


2 


dx 


dO 


= —rsin 多 


이로 dx =—rsin^ 이고 

x =—r < > 9 =—7T 


x = r 


7T 


이므로 위 적분은 다음과 같이 계산된다. 


' V 


r 


、!? 


dx 


r V T — X 
0 



rsm 


-7T 


^/r^--r^cos6 


-d9 



rsm 


d6=- 



— l)dO = r7T. 


n rising 

이것은 반지름이 r 인 반원의 호의 길이이므로，반지름이 r 인 원 
의 둘레의 길이는 2 vrr 이다. 


회전체의 옆면의 넓이 

닫힌구간 [a, 6] 에서 곡선 y = f [ X 、를 x 축을 회 전죽으로 하 
여 회전시킬 때 생기는 회전체의 옆면의 넓이 "는 

S=2 ， 代 f \f(x) \ \/l + {f (x)} 2 dx 

J a 


증명 닫힌구간 [a, 끼에서 곡선 y = f ( x ) 
하여 회전시킬 때 생기는 회전체의 겉넓이 


: r 축을 회전축으로 
. 구해보자. 



앞의 그림과 같이 매개변수가 f 부터 f + Z \ t 까지 변할 때 

Al = PQ= ^J{Ax) 2 + {Ay) 2 

= V (Ax) 2 + {f r (x)Ax} 2 — Vl + {f r (x)} 2 Ax 


이므로 PQ 를 x 축을 회전축으로 하여 회전시킬 때 생가 
넓이의 근삿값은 

27r\f(x)\ \/l-\-{f r (x)} 2 Ax 
이다. 따라서 구하는 넓이 "는 다음과 같다. 

S= f 2n\f{x) \ v/l + {/ r ( x )} 2 dx 


면의 


■ 


예제 


139. 정적분을 이용하여 반지름이 r 인 구의 겉넓이를 구 


하여라. 

풀01 f(x) = 八/， 2 -;文 2 이 라고 하면 一 r <; r<r 일 때 / Or ) 의 
그래프는 반지름이 r 인 반원이 된다. 이 반원을 x 축을 축으로 
하여 회전시키면 반지름이 r 인 구가 된다. 이때 


’( 또 ) 


x 


\「존 


X 


이므로 이 구의 겉넓아 



T 2 — X 2 J 1 + 


오근 v 

dx = 2iT / rdx = 4 ： irr 2 , 


r 2 — x 2 


위치，속도，가속도 

수직선 위를 움직이는 점 P 의 시각 f 에서의 위치가 pit ), 
속도가 v { t ), 가속도가 a ⑴이고，시각 t = V 에서의 점 모의 

위치가 x 0 , 속도가、일 때 다음이 성립한다. 

① -^ rp ( t ) = v ( t ), = a ( t ) 

at at 

② p ( t )= x 0 + f v ( t ) dt , v ( t ) — f a ( t)dt 

J t 0 J t 0 

또한 시각 f = 디에서 f = 하까지 점 P 가 움직인 거리 s 는 


③ s 

이다. 


나 1 


\v{t)\dt 


존 0 


예제 


_ 140. 좌표가 4 인 점에서 출발하여 수직선 위를 움직이는 

점 모의 시각 f 에서의 속도가 있(0 =야 2 — 있일 때，다음을 구하 
여라. 

⑴ 시각 송에서 점 P 의 위치 

(2) 시각 f = 0 부터 시각 ( = 3 까지 점 모의 위치의 변화량 

(3) 시각 ( = 0 부터 시각 ( = 3 까지 점 P 7> 움직인 거리 


풀이 (1) 시각 f = 0 에서 위치가 x = 4 이므로，구하는 위치 


X' 


x = 4+ / (t 2 — 2t)dt=4：-\- 
o 




3 


t 3 -t 2 +4 


(2) / ( t 2 ~2 t)dt 


3 


t 3 — t 2 


0 
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⑶ 인⑴ = 戶 一와 = 바一 2) 이므로 구간 [0, 2] 에서 v ( t ) < 0^1 
고 구간 [2, 3] 에서 v ( t ) 스 0이다. 따라서 점 P 가 처음 3초 
동안 움직인 거리 s 는 

/ 3 /»2 /» 3 

|t 2 — 2t \dt= I (― t 2 +2t)<it+ I (근 一 2t)dt 
〕 ^ 0 ^ 2 



E1EB 141. 지상 30 파 의 높이에서 49 m /초의 속도로 똑바로 
위로 쏘아 올린 물체의 t 초 뒤의 속도가 v ( t ) =49~9.8 t ( m / 
초)일 때，다음을 구하여라. 

(1) 발사하고 3초 뒤 물체의 지면으로부터의 높이 

(2) 지면에 떨어질 때까지 움직인 거리 

풀이 (1) /： = 0일 때의 높이가 : to =30이므로， t 초 뒤 물체의 
지면으로부터의 높이 : T 는 

또 = 30+ /아 (49 —9.8 t ) 況 = 30 + 49 t — 4.9戶 

J o 

따라서 ( = 3 일 때 물체의 지면으로부터의 높이는 
x = 30 + 49 • 3-4.9 • 3 2 = 132.9( m ) 

(2) 최고점에서의 속도는 0 m / 초 이므로， 긴⑷ = 49 一 9.8 t = 0에 
서 t = 5 이다. 따라서 최고점의 높이는 

x = 30 + 49 • 5 — 4.9 • 5 2 = 152.5 ( m ) 

이고，지면에 떨어질 때까지 움직인 거리는 

152.5 X 2 —30 = 275( m ) 

이다. □ 


사람들이 흔히 하는 말처럼 삶은 별게 아니었다. 훌륭한 드립커 
피나 적절한 순간에 흘러나오는 펫 숍 보이스의 노래，닥터 하 
우스의 귀여운 미소，좋은 책의 한 구절 같은 것들이면 충분할 
때가 많았다. 먹고살기 위해 키보드에 손을 올리기 힘들어질 때 
까지 아르바이트 원고를 쓰지 않아도 된다면，그리고 가끔씩 손 
톱 밑에 가시처럼 박히는 외로움만 어쩔 수 있다면 참 좋겠지. 
하지만 그런 삶이 가능한 곳은 지상에는 없을 것이었다. 

- 윤이형의 ‘큰 늑대 파랑’ 중에서 
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평면도형과 공간도형 

Sooji Shin • soojishin@live.com 


이 노트에서는 고등학교에서 배우는 수학의 내용 중 도형과 기 
하에 관련된 개념과 공식을 정리하고 그에 따른 예제와 풀이를 
소개합니다. 필요한 경우 중학교 과정의 내용도 포함하고 있습 
니다. 이 노트에서 포함하고 있는 내용은 다음과 갈습니다. 

• 평면도형의 성질 

• 평면좌표와 도형의 방정식 

• 이차곡선 

• 부등식의 영역 

• 평면벡터 

• 공간도형의 성질 

• 공간좌표와 도형의 방정식 

• 공간벡터 

• 복소평면 

이 노트가 수학을 공부하는 분들께 도움이 되기를 바랍니다. 


벼 A 



즉 (내각) + ( 외 각) = 180 ° 이다. 꼭짓점이 n 개인 다각형의 모 
든 내각의 크기의 합은 (n — 2) X 180 ° 이다. 꼭짓점이 n 개인 

볼록다각형에서 그을 수 있는 대각선의 개수는 ?7(n ~ 3) 이다. 

부채꼴의 중심각과 호의 관계는 다음과 같다. 

• 부채꼴에서 반지름이 아닌 부분을 호라고 부른다. 

• 한 원에서 갈은 크기의 중심각에 대한 호의 길이는 갈다. 

• 한 원에서 호의 길이와 중심각의 크기는 서로 정비례한다. 


D 평면도형 

평면에서 두 직선의 위치관계는 다음과 같이 3가지가 있다. 



원과 직선의 위치관계는 다음과 같이 3가지가 있다. 원의 중심 
과 직선의 거리를 반지름과 비교하여 구할 수 있다. 



반지름의 길이가 서로 다른 두 원의 위치관계는 다음과 같이 5 
가지가 있다. 두 원의 중심사이의 거리와 반지름의 길이를 이용 
하여 구할 수 있다. 



다각형의 안쪽에 있는 각을 내각이라고 부른다. 한 내각의 꼭짓 
점에서 한 변과 그 변에 이웃한 변의 연장선이 이루는 각을 그 
내각에 대한 외각이라고 부른다. 


원과 부채꼴의 성질은 다음과 같다. 

• 반지름이 r 인 원의 넓이는 7TT 2 , 둘레의 길이는 27 T 7* 이다. 

• 반지름이 r 이고 중심각의 크기가 Q ° 인 부채꼴에서 호의 길 

이는 27 rrX ~^ • 이고 넓이는 하 2 x 이다. 


세 변을 가전 다각형을 삼각형이라고 부른다. 삼각형의 합동 조 
건에는 다음과 갈은 것들이 있다. 

• SSS 합동 : 대응되는 세 변의 길이가 각각 같다. 

• SAS 합동 : 대응되는 두 변의 길이가 각각 갈고 그 끼인각 
의 크기가 갈다. 

• ASA 합동 : 대응되는 한 변의 길이가 갈고 그 양 끝각의 
크기가 각각 갈다. 

• RHA 합동 : 두 직각삼각형에서 빗변의 길이가 같고 직각이 
아닌 다른 각의 크기가 갈다. 

두 변의 길이가 갈은 삼각형을 이등변삼각형이라고 부른다. 이 
등변삼각형의 두 밑각의 크기는 갈으며，꼭지각의 이등분선은 
밑변을 수직이등분한다. 또한 두 내각의 크기가 같은 삼각형은 
이등변삼각형이 된다. 

삼각형의 세 변의 수직이등분선은 한 점 
에서 만나는데，이 점을 외심이라고 부른 
다. 외심은 세 꼭짓점으로부터 거리가 같 
기 때문에 외접원의 중심이 된다. 

예각삼각형의 외심은 삼각형 내부에 있 
고，직각삼각형의 외심은 빗변의 중점이 
며，둔각삼각형의 외심은 삼각형 외부에 있다. 


A 
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원 위에서 한 호에 대한 원주각의 크기는 중심각의 크기의 반이 
다. 또한 원에서 한 호에 대한 원주각의 크기는 일정하다. 

아래 그림과 같이 선분 AB 에 대하여 갈은 쪽에 있는 두 점 C ， 
D 가 ZACB = ZADB 를 만족시키면，네 점 A, B ， C，D 는 
한 원 위에 있다. 



이 명제의 역도 참이다. 즉 A , B ， C ， D 는 한 원 위에 있으면 
원주각의 성질에 의하여 ZACB = ZADB 이다. 

아래 그림과 같이 원의 접선과 그 접점에서 그은 한 현이 이루 
는 각의 크기는 이 각의 내부에 있는 호에 대한 원주각의 크기 
와 같다. 즉 ZBAT=ZACB 이다. 




삼각형의 세 내각의 이등분선의 교 A 

점은 한 점에서 만나는데，이 점을 
내심이라고 부른다. 내심은 세 변으 
로부터 거리가 같기 때문에 내접원 
의 중심이 된다. 외심과는 달리 내심 
은 항상 삼각형의 내부에 있다. 

점 I 가 삼각형 AABC 의 내심이고，내접원의 반지름이 r 일 때 
다음이 성립한다. 

• ZIAB + ZIBC + ZICA = 90° 


ZBIC = —zA + 90° 
AABC = ^- r { a~\-b + c ] 

L4 


두 쌍의 대변이 각각 평행한 사각형을 평행사변형이라고 부른다. 

P 



D 



D 


Q 


사각형이 평행사변형이 될 필요충분조건은 각각 다음과 같다. 

두 쌍의 대변이 각각 평행하다. 

두 쌍의 대변의 길이가 각각 같다. 

두 쌍의 대각의 크기가 각각 같다. 

두 대각선이 서로 이등분한다. 

한 쌍의 대변이 평행하고 길이가 갈다. 


며러 가지 사각형의 정의는 다음과 갈다. 

• 마름모 : 네 변의 길이가 모두 갈은 사각형 


직사각형 

정사각형 

사다리꼴 


네 각의 크기가 모두 갈은 사각형 
마름모이면서 직사각형인 사각형 
한 쌍의 대변이 서로 평행한 사각형 


• 등변사다리꼴 : 한 밑변의 양 끝각이 서로 갈은 사다리꼴 


한 점으로부터 거리가 일정한 점들의 모임을 원이라고 부른다. 


직선이 원과 두 점 A ， 묘 에서 만날 때 ， AB 를 현， AB 를 할선 
이라고 부른다. 

현의 성질은 다음과 갈다. 

① 한 원에서 크기가 같은 두 중심각에 대한 현의 길이는 같 
다. 역으로 한 원에서 길이가 갈은 두 현에 대한 중심각의 
크기는 갈다. 

② 원의 중심에서 현에 내린 수선은 그 현을 수직이등분한다. 
역으로 현의 수직이등분선은 원의 중심을 지난다. 즉 아래 


그림에서 0 M 丄 AB o AM = BM 이다. 


• ZOAB + ZOBC + ZOCA = 90 

• ZBOC =2 ZBAC 

• OA = OB=OC 


참고로 점 0가 삼각형 AABC 의 외심일 때 다음이 성립한다. 




③ 원의 중심으로부터 같은 거리에 있는 두 현의 길이는 서로 
갈다. 역으로 길이가 같은 두 현은 원의 중심으로부터 갈은 

거리에 있다. 즉 위 그림에서 AB=CD 유 石ᄒ瓦이 

다. 

원의 외부에 있는 한 점에서 그 원에 그은 두 접선의 길이는 같다. 


P 



원 0 에서 호 AB 를 제외한 부분 위의 한 점 P 에 대하여 
ZAPB 를 호 AB 에 대한 원주각이라고 부른다. 
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아래 그림과 같이 원에 내접하는 사각형에서 한 쌍의 대각의 크 
기의 합은 180° 이다. 


A 




또한 원에 내접하는 사각형에서 한 외각의 크기는 그 내대각(마 
주보는 내각)의 크기와 같다. 이것은 역이 성립한다. 즉 마주보 
는 각의 크기의 합이 180° 인 사각형은 적당한 원에 내접한다. 

아래 그림과 같이 한 원의 두 현 AB，CD 또는 그 연장선의 
교점을 모라고 PA • PB = PC • 百百가 성립한다. 



아래 그림처럼 AABC 에서 변 AB，AC 또는 그 연장선 위에 
각각 점 D，E 가 있다고 하자. 



이때 다음이 성립한다. 


• 而/ /M 일 필요충분조건은 ||이다. 




원 밖의 한 점 P 에서 원에 그은 할선과 접선이 원과 만나는 점 
을 각각 A, B，T 라고 하면 표 • 떠 이 성립한다. 


R 



Q 도형의 닮음 

한 도형을 확대하거나 축소하여 다른 도형과 완전히 동일하게 
만들 수 있을 때 두 도형은 서로 닮음이라고 말한다. 특히 두 
삼각형 ABC 와 DEF 가 서로 닮음일 때，대응되는 꼭짓점의 순 
서를 맞추어 A ABC ᄋ ADEF 로 나타낸다. 

삼각형의 닮음 조건은 다음과 같은 것들이 있다. 

• SSS 닮음 : 세 변의 길이의 비가 일정하다 

• SAS 닮음 : 두 변의 길이의 비가 같고 끼인각의 크기가 같다 

• AA 닮음 : 두 각의 크기가 각각 같다 

두 도형이 닮음일 때， 길이의 비 를 닮음비라고 부른다. 두 평면 
도형의 닮음비가 a : 6이면 넓이의 비는 a 2 : 낫이다. 두 입체도 
형의 닮음비가 a : 6이면 부피의 비는 a 3 : 6 3 이다. 

닮음인 두 도형에서 대응되는 점을 이은 선의 연장선이 한 점에 
서 만나면 두 도형은 닮음의 위치에 있다고 말하며，만나는 점 
을 닮음의 중심이라고 부른다. 


_ _ AT) AF 

• BC /DE 일 필요충분조건은 모느= 스드 이다. 

DB EC 

아래 그림에서 Z/m/ri 일 때 a : b = c : <i 가 성립한다. 



아래 그림에서 M 과 N 은 각각 AB 와 AC 의 중점이다. 


A 



이때 다음이 성립한다. 

• 삼각형의 두 변의 중점을 연결한 선분은 나머지 변과 평행 
하고，그 길이는 나머지 변의 길이의 반이다. 

• 삼각형의 한 변의 중점을 지나서 다른 한 변에 평행한 직선 
은 나머지 한 변의 중점을 지난다. 

삼각형에서 한 꼭짓점과 그 대변의 
중점을 연결한 성분을 중선이라고 
부른다. 삼각형의 세 중선은 한 점에 
서 만난다. 이 점을 삼각형의 무게중 
심이라고 부른다. 삼각형의 무게중심 
은 세 중선의 길이를 각 꼭짓점으로 
부터 2 : 1로 나눈다. 

삼각형 ABC 에서 각 C 가 직각이면 a 2 + 6 2 =c 2 이 성립한다. 
이와 갈은 성질을 피타고라스의 정리라고 부른다. 



C 
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삼각형 AABC 의 세 변의 길이가 a , b , 

신이고 가장 긴 변이 c 일 때 다음이 성 
립^다. 

• a 2 + 낫〉 c 2 이면 AABC 는 예각삼 
각형이다. 

• a 2 +& 2 =c 2 이면 AABC 는 ZC 가 직각인 직각삼각형이다. 

• a 2 +5 2 <c 2 이면 AABC 는 ZC 가 둔각인 삼각형이다. 

가로의 길이가 a 이고 세로의 길이가 6인 직사각형의 대각선의 
길이는 Va 2 + b 2 이다. 세 모서리의 길이가 각각 a , b , c 인 직 
육면체의 대각선(맞모금)의 길이는 V ^+^+ c 2 이다. 


A 



C 


Bel 평면 ^® 


두 수 이 6를 쌍으로 나타낸 ( a , 幻를 순서쌍이라고 부른다. 이 
순서쌍은 x 좌표가 a 이고 y 좌표가 6인 점을 나타낸다. 


기축 

少 ♦ 


JC 좌표 


.(3,2) 


예제 


2 . 삼각형 AABC 에서 변 BC 의 중점을 M 이라고 할 


때，등식 AB +AC =2 (AM +BM ) 이 성립함을 증명하여 

라. 


풀이 증명 문제는 항상 같은 방법으로 풀리는 것은 아니지만 
보통 다음과 갈은 방법을 많이 사용한다. 


먼저 적절한 점을 잡아 원점으로 정하고，적절히 방향을 잡아 x 
축과 y 축을 정한다. [원점과 축을 어떻게 정하는지에 따라서 풀 
이 과정이 쉬워질 수도 있고 어려워질 수도 있다. 보통 다른 선 
분과 많이 연결된 점을 원점으로 잠으면 좋다.] 



다음으로 각 점에 좌표를 정해준다. 좌표를 정할 때 아는 좌표 
는 수를 넣고，모르는 좌표는 문자를 넣는다. 여기서는 세 꼭짓 
점의 좌표를 A ( a , b ), B (- c , 0), C ( c , 0), M (0, 0) 으로 정했 

다. 


少 좌표 


원점 


0 



x 


■X 축 


끝으로 등식의 좌변과 우변을 각각 계산하여 비교한다. 이 문제 

의 경우 豆豆 2 + 斤 2 와 2( AM 2 + BM 2 )7> 2( a 2 + 낫 +C 2 ) 으로 
동일한 값이 나온다. C 


좌표평면의 가로축을 : r 축，세로축을 2/축이라고 부른다. 


少』 


제 2 사분면 

제 1 사분면 

- 

0 

X 

제 3 사분면 

제 4 사분면 


사분면 

위치 

좌표 

제 1 사분면 

오른쪽 위 

(양수，양수) 

제 2 시^면 

왼쪽 위 

(음수，양수) 

제 3 사분면 

왼쪽 아래 

，ᄋ〉*、 ᄋ 스、 

v 1 그 1 , 1 그 1 ) 

제 4 사분면 

오른쪽 아래 

(양수，음수) 


좌표평면에서 두 점 사이의 거리 

두 점 A ( x v y x ), B ( x 2 , y 2 ) 사이의 거리는 

AB = ( x 2 - x l ) 2 J r { y 2 - y l ) 2 . 


예제 


3 . 세 점 A ( l , 2), B (-2, 3), C (-3, 2) 에서 갈은 거 


리에 있는 점 모의 


구하여라. [삼각형의 외심] 


해설 먼저 구하려는 점의 좌표를 P ( x , 2/) 라고 둔다. 다음으로 

1트=豆豆=즌百를 식으로 나타내고，연립방정식으로 나타낸다. 
[각 변을 제곱하면 제곱근 기호가 없어지므로 편리하다.] 끝으 
로 주어진 연립방정식을 풀어 x , y 를 구한다. n 


예제 


4 . 두 점 A (- l , 1)， B (2, -1) 에서 갈은 거리에 았 


점들이 나타내는 도형을 방정식으로 나타내어라. 


해설 두 점으로부터 갈은 거리에 있는 점들의 모임은 직선이 

된다. 즉 주어진 문제는 M 의 수직이등분선 방정식을 구하라 
는 문제이다. 

방법 1 두 점 A , B 로부터 갈은 거리에 있는 점을 PU , 니라 

고 하면 AP=BP 가 된다. 이 식을 변형하여 y = ax + b 또는 
ax -\- byc = 0 꼴의 식을 구한다. 

방법 2 M 의 중점 M 을 구한다. 그런 후 M 을 지나고 M 에 
수직인 직선의 방정식을 구한다. □ 


예제 


두 점 A ( l , -1), B (4, 2) 에서 갈은 거리에 았 


V 


축 위의 점 Q 의 


구하여라. 


해설 점 Q 가 y 축 위에 있으므로 Q 의 좌표를 Q (0, 6) 라고 둔 
다. [여기서 b 는 다른 문자로 대신할 수 있다.] 다음으로 

가 되도록 식을 세운다. 그리고 만든 식을 풀어 6의 
값을 구한다. □ 


서로 다른 두 점 A , 묘가 있다고 하자. 그리고 m , ri 이 양수라 
고 하자. 이때 직선 AB 위의 점 P 중에서 

AP : BP = m : n 

이 되는 점 P 는 두 개가 있다. 두 개의 점 중에서 AB 위에 있 

는 것을 내분점， AB 바깔에 있는 것을 외분점이라고 부른다. 
[단， m=n 이면 외분점은 존재하지 않는다.] 
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•丄- '- 9 b -^ 

A P B 

선분의 외분점은 m 〉 n 인 경우와 m < n 인 경우 다른 방향에 
놓이게 된다. 


m>n 


m<n 


m 


, n ^ 


-< m -、 


— YL — 


B 


Q 


Q 


B 


좌표평면에서 내분점과 외분점 


m 과 n 이 양수리 

-고 하자. 두 점 A(x v y x ), B (x 2 , 2 / 2 ) 에 

대하여 AB 를 m 

: ri 으로 내분하는 점 P 의 좌표는 

P 

^ mx 2 J rnx l my 2 + ni^ ] 


\ m + n ’ m+n j 

• 

AB 를 m : n 으로 외분하는 점 Q 의 좌표는 

(m 우 ri 일 때) 

Q 

1 mx 2 一 nx l my 2 一 ny^ ^ 


\ m—n ’ m—n ) 

■ 


예제 


5 . 세 점 A ( x v y x ), B( x 2 , y 2 ), C(x 3 , 있 3 )을 꼭짓점으로 


하는 삼각형 ABC 의 무게중심 G 의 좌표를 구하여라. 


해설 이전에 배웠던 도형의 성질을 최대한 활용하여 식을 세운 
다. 이 문제에서는 구해야 하는 것이 무게중심이므로 중학교에 
서 배운 무게중심의 성질을 활용하면 된다. 


먼저 BC 의 중점을 M 이라고 하자. 그러면 무게중심의 성질에 
의하여 점 나는 豆 M 을 2 : 1로 내분하는 점이 된다. 다음으로 

豆 U 의 중점 M 의 좌표를 구한 뒤 다시 豆 M 을 2 : 1로 내분하 
는 점의 좌표를 구하면 된다. C 


6 . 세 점 0(0, 0), A(2, 1), B(3, 0) 을 꼭짓점으로 하 


예제 


삼각형 AOB 가 있다. P(4, 0) 을 지나고 변 AB 에 평행한 직선 
이 히의 연장선과 만나는 점 Q 의 좌표를 구하여라. 


해설 그림을 그린 뒤 삼각형의 성질，닮음의 성질 등을 이용하 
여 식을 세운다. 이 문제에서는 AAOB 00 AQOP 이다. 그런데 

점 모는 石豆를 4 : 1로 외분하는 점이므로 점 Q 도 히를 
4 : 1로 외분하는 점이다. 


다른 방법 AB 의 기울기는 一1 이므로 QP 는 P(4, 0) 을 지나 

고 기울기가 一1인 직선，즉 —: r + 4 이다. 한편 히의 연장 
선은 직선 = 이다. 이 두 직선의 방정식을 연립하여 풀면 

Q 의 좌표가나온다. □ 


예제 


7 . 네 점 A(-l, 5)， B(2, a), C(3, l), D(6, 2) 에 대 


하여 □ABCD 가 평행사변형일 때， a, 6의 값을 각각 구하여라. 


해설 앞에서와 마찬가지로 평행사변형의 성질을 이용한다. 중 
학교에서 사각형이 평행사변형이 될 필요충분조건 5개를 배웠 
다. 이 문제는 그 중에서 ‘두 대각선이 서로 이등분한다’를 이용 

하면 된다. 즉 (15 의 중점) = ( 豆百의 중점)을 이용하여 식을 
세우고 x , y 를 구한다. [ 


B 직선의 방정식 


미지수가 2개인 방정식의 해를 좌표평면에 도형으로 나타낼 수 
있을 때，그 방정식을 도형의 방정식이라고 부른다. 예를 들어 
집합 {(冗, 있) |2:r — 있+1 = 0} 은 직선이고 2:r — 있+1=0은 직 
선의 방정식이다. 즉 집합 

F = {( x , y ) 1/( 모， y ) =0} 

은 도형이고，이 집합의 조건인 /U, 2/)=0 은 도형의 방정식이 
다. 집합이 어떤 도형이 되는지에 따라 도형의 방정식의 이름이 
달라전다.，가 직선이면 f (、 x , 2/)=0 은 직선의 방정식이 되고， 
，가 원이면 /(X， 2/) =0은 원의 방정식이 된다. 


기울기가 주어진 직선의 방정식 

점 { x v yi ) 을 지나고 기울기가 m 인 직선의 방정식은 

y~Vi = m ( x - x l ). 

특히 기울기가 m 이고 2/절편이 ri 인 직선의 방정식은 

y = mx + n . 


두 점을 지나는 직선의 방정식 

두 점 ( x v 乂) 과 U 2 , y 2 ) 를 모두 지나는 직선의 방정식은 


V2~Vl ( X 

• y-yi = - yx-x^ 

ry» - ry» 

e 心 2 4 心 1 

• qr* nr* 


( x x 국 : r 2 일 때) 
일 때) 


예제 


8. a ^ O , 心국 0일 때，冗절편이 a 이고 2/절편이 心인 직선 
의 방정식이 다음과 같음을 보여라. 


x ,y. 


해설 직선의 방정식을 구할 때에는 지나는 점의 좌표와 기울기 
를 구해야 한다. 

먼저 : r 절편이 a 이고 2/절편이 간인 직선의 기울기는 一소이다. 

a 

또한 2/절편이 6이므로 (0, 幻를 지난다. 따라서 구하는 직선의 
방정식은 2/=—으^ + 6가 된다. 이 식을 변형하면 문제에서 주어 

a 

진 직선의 방정식을 얻는다. □ 


두 직선의 교점을 지나는 직선의 방정식 

두 직선 ax + by J rc = ^^\ + "2/ + (구 = 0의 교점을 지나 

는 직선의 방정식은 

{ax + by + c) -\-k(a x-\-b ， r y-\-c) = 0. 

여기서 노는 상수이고，사의 값에 따라 기울기가 달라전다. 


참고 두 도형 f (、 x , y ) =0과 g ( x , y ) =0의 교점을 지나는 도 
형의 방정식은 f (、 x , y )+ kg ( x , 仏) =0이 된다. [ 


예제 


9 . 직선 : r + 2/ — 2 + 사(2冗一 2/—1) =0은 사의 값에 상관없 


이 점 P 를 지난다. 이때 모의 좌표를 구하여라. 


해설 두 직선 x + y — 2 = 0^1* 2冗一있一1=0의 교점을 구한다. 
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예제 


10 . 일차방정식 (2차+1)3： + (차_2)2/ + (2_차)=0이 나 


타내는 직선은 실수 사의 값에 관계없이 항상 일정한 점을 지난 
다. 그 점의 좌표를 구하여라. 


해설 수학 문제를 풀 때 ‘〜에 관계없이’라는 말이 나오면 ， a 
문자로 묶어내어 푸는 경우가 많다. 

이 문제에서는 ‘사의 값에 관계없이’라고 하였으므로 주어진 식 
을 k 로 묶는다. 그러면 나-22/ + 2)+사(느 + 2/-1) =0이 된 
다. 따라서 두 직선 x -2 y + 2 = 0^- 2 :t + 2/— 1=0의 교점을 
구하면 된다. □ 


두 직선의 위치관계는 ‘한 점에서 교차하는 경우’，‘평행하고 만 
나지 않는 경우’，‘일치하는 경우’로 나눌 수 있다. 특히 한 점에 
서 교차하는 경우는 직교하는 경우(즉，서로 수직인 경우)와 직 
교하지 않는 경우로 나눌 수 있다. 


두 직선의 위치관계 

두 직선 = 과 2/= 771^ + 7/에 대하여 

• 두 직선이 평행할 필요중분조건 : m = m、n ^ n . 

• 두 직선이 수직일 필요충분조건 : mm ， = 一 1. 


직선의 방정식이 항상 2/ = mx + n 의 꼴로 예쁘게 주어지는 것 
은 아니다. 상황에 따라서는 (23:+切/ + (： = 0의 꼴로 주어지는 
경우도 많다. 이때 = + n 를 직선의 방정식의 표준형이라 
고 하고 aaH 야 2/ + c = 0 을 직선의 방정식의 일반형이라고 한다. 


예제 


11. 두 직선 幻狀 + 公 ?/ + c = 0 과 <2 ’冗 + 公 ’2/ + (：’ =0 이 서로 
평행할 조건과 수직일 조건이 각각 


a 


c 


，— - 7 - ^ , aa +bb’ = 0 

a 0 c 

임을 증명하여라. (단，계수와 상수는 각각 0이 아니다.) 

풀이 직선의 방정식이 일반형으로 주어졌을 때，두 직선의 위 
치관계를 구하려면 방정식을 표준형으로 변형하여 비교한다. 


두 직선을 표준형으로 바꾸면 


a c 

y=~-r x ~~r^ y 


a 


—x 


c 

V 


(*) 


이다. 따라서 평행할 조건은 

a a 


b ， 


c c 


이고 이것을 변형하면 


a 


여 


c 


a b’ c 

을 얻는다. 한편 (*) 에서 두 식을 비교하면 수직일 조건은 


a a 


b ， 


: -1 


이고 이것을 변형하면 


을 얻는다. 


aa -\-bb f = 0 


예제 


12 . 두 점 A (- l , -2), B (3, 2) 를 지나는 선분 AB 의 


수직이등분선의 방정식을 구하여라. 


풀이 지나는 점과 기울기를 구한다. 

수직이등분선이므로 M 의 중점 (1， 0) 을 지난다. 또한 M 의 
기울기가 1이므로 수직이등분선의 기울기는 一1이다. 따라서 구 
하는 직선의 방정식은 있一0 =— 1 (冗 一 1) 이다. □ 


두 도형의 거리는 두 도형을 잇는 선 중 가장 짧은 선의 길이이 
다. 점과 직선 사이의 거리는 점에서 직선에 내린 수선의 길이 
와 갈다. 


점과 직선 사이의 거리 

점 ?(x v 乂)과 직선 a 

x-\-by-\-c = 0 

ax 1 -\~by 1 +c 

사이의 거리는 

〜/ 幻세 


증명 직선 aaH _ 切/ + c = 0을 /이라고 하자. 

점 P 에서 직선 I 에 내린 수선의 발을 H(x 2 , 시 라 하면 점 P 
와 직선 I 사이의 거리는 

PH= ^(x 2 -x 1 ) 2 + (y 2 ~y 1 ) 2 …① 

이다. 이 값을 다음의 세 가지 경우로 나누어 구한다. 

( i) a 국 0, 니 0 일 때，직선 Z 의 기울기는 - 우 ，직선 PH 의 

公 

기울기는 —~~— 이 1 그 무 

ry* - 

소 2 *乂厂1 


이고， 


히 

ry* - ry* 

Jy 2 4 心 1 

nr* - ry* 

t/y 2 소 1 

a 



ry* - nr* 

Jy 2 以， 1 

a 


V2~V\ 

—T 


로 놓으면 


x 2 — x x +at, 1/2 = Ui+bt 


公 2I1 

一 玄— 



이다. 한편，점 H ( x 2 , y2 ) 는 직선 I 위에 있으므로 


ax 2 + by 2 +c = 0 


이다. 여기에 ②를 대입하면 aOz ^+ at )+&(& +뇌 ) +c = 0이므 
로 


t = 一 


ax x -\~ by 1 +c 
a 2 + b 2 


이다. ②에서 x 2 — x l = at , … = 切;이므로 이것을 ①에 대 


입 

PH = 、 j ( at ) 2 + ( bt ) 2 = \t \ \/ a 2 -\~ b 2 = 
이다. 


ax x -\~ by 1 +c 
、/ a 2 + 公 2 


( ii ) a = 0, 6 국 0 일 때，직선 I 의 방정식은 y 


c 


이므로 


PH ： 


1 c \ 



y \ \ 

bj 


b 


③ 


이다. 그런데 ( S > 은 ②에 a = 0 을 대입한 결과와 같다. 

( iii ) a 국 0, 6 = 0일 때， ( ii ) 와 마찬가지로 성립한다. ■ 
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예제 


13. 두 직선 4冗 + 3있一4 = 0과 4冗 + 32/ + 6 = 0의 거리를 
구하여라. 


해설 평행한 두 직선 사이의 거리를 구할 때에는 한 직선 위의 
점을 잡고，그 점과 다른 직선의 거리를 구한다. C 


참고 冗 2 +2/ 2 +ᅯ오 + 산/ +(7=0 의 꼴을 원의 방정식의 일반 

형이라고 부르고 나 一 a ) 2 + (? / —幻 2 =서의 꼴을 원의 방정식의 
표준형이라고 부른다. 일반형으로 주어진 원의 방정식은 표준형 
으로 바꾸면 중심의 위치와 반지름을 구할 수 있다. 


예제 


정식을 


14. 점 (1， 2) 를 지나고，원점에서 거리가 2인 직선의 방 
구하여라. 


해설 직선의 방정식을 2 / = mx+7i 이라고 두고 m 과 ri 을 구한 
다. 단，2/축에 평행한 직선을 구하려면 x = c 라고 두고 c 를 구 
해야 ^다. 

직선의 방정식을 ?/ = + 71이라고 하자. 직선이 (1， 2) 를 지 

나므로 2/ — 2 = m(x — 1) 이다. 이것을 변형하면 

mx — y -\-2 — m = 0 


참고 미지수가 2개인 이차방정식이 원의 방정식이 되려면 다 
음 세 조건을 모두 만족시켜야 한다. 

( i ) x 2 과 /의 계수가 같아야 한다. 

( ii ) xy 항이 없어야 한다. 

( iii ) 표준형으로 바꾸었을 때 반지름이 양의 실수가 되어야 
^다. 


예제 


18. 방정식 一+2/ 2 + 2冗一2/ + 사 = 0이 원을 나타내도록 


실수 사의 값의 범위를 정하여라. 


이다. 이 직선과 원점과의 거리는 

\2- m \ _ ‘ 

、 jm 2 + (- I ) 2 

이므로 이것을 풀면 m 을 구할 수 있다. 


풀이 주어진 방정식을 표준형으로 바꾸어 살펴본다. 주어진 방 
정식을 변형하면 나 + 1) 2 +。一士) 2 =|-자이므로 |- A :〉0 이 
되어야 한다. □ 


예제 


15. 기울기가 一2이고，원점에서 거리가 인 직선의 
방정식을 모두 구하여라. 


해설 기울기가 一 2 이므로，직선의 방정식을 一 2 x + 71 이라 
고 두고 n 을 구한다. □ 


예제 


19. 세 점 (-1, 0), (0, 2), (1, 2) 


우 


식을 구하여라. 


지나는 원의 방정 


해설 원의 방정식을 一+2/ 2 + 고冗 +끼/ +(7=0 으로 두고 세 
점의 좌표를 각각 대입하여 세 방정식을 만든다. 그리고 연립하 
여 고，必， (7 를 구한다. □ 


B 원의 방정식 


한 점으로부터 거리가 일정한 점들의 모임은 원이 된다. 중심이 
C ( a , b ) 이고 반지름의 길이가 ”인 원 위의 점을 P ( x , ?/) 라고 

하면 CP = \/(x — a ) 2 + (p — b ) 2 = r •이다. 양변을 제곱하여 다음 
과 갈은 원의 방정식을 얻는다. 


원의 ^■정식 

중심이 C ( a , &) 이고 반지름의 길이가 r 인 원의 방정식은 

(x — a ) 2 (y — b ) 2 = r 2 . 


예제 


16. 두 점 A (-2, 0) 과 B (0, 2) 를 지나는 원 중에서 가 


장 작은 것(반지름이 가장 짧은 것)의 방정식을 구하여라. 


해설 원의 방정식을 구할 때에는 원의 중심의 위치 와 지름의 
길이를 알아야 한다. 두 점 A 와 묘를 지나는 원 중에서 가장 

작은 것은 I 豆를 지름으로 하는 원이다. 따라서 M 의 중점이 
원의 중심이 되고 I 豆이 길이의 반이 원의 반지름이 된다. □ 


예제 


17. 방정식 : t 2 +2/ 2 — 2冗一%+ 6 = 0이 어떤 도형을 나타 


내는지 구하여라. 


해설 주어진 식을 변형하면 0 r - l ) 2 + (2/ — 3) 2 =2 2 이 된다. 
따라서 주어진 방정식은 중심이 (1， 3) 이고 반지름이 2 인 원이 
된다. □ 


예제 


_ 20 . 두 점 A (—2, 0)， B (1，0) 으로부터 거리의 비가 

1 : 2인 점들이 나타내는 도형의 방정식을 구하여라. 


풀이 구하려는 도형 위의 점을 P ( x , ?/) 라고 하자. 

AP : BP = 1 : 27> 되어야 하므로 AP 2 : BP 2 = 1 : 4가 되어 
야 한다. 즉 나 + 幻 2 ./ : 나-1) 2 +2/ 2 =1 :4이다. 이것을 
풀어 정리하면 0 t + 3) 2 +2/ 2 = 2 2 을 얻는다. [즉 주어진 도형은 
중심이 (一3, 0) 이고 반지름이 2인 원이다.] □ 


참고 두 점 A , B 로부터 거리의 비가 m : n 인 점들이 나타내 
는 도형은 원이 된다. 이 도형을 아폴로니오스의 원이라고 부른 
다. [단，여기서 m 과 n 은 서로 다른 양수이다.] 

아폴로니우스의 원을 쉽게 구하는 방법은 다음과 갈다. 

M 를 m : n 으로 내분하는 점과 외분하는 점을 지름의 양 끝 
점으로 하는 원을 구한다. 


도형의 위치관계는 보통 몇 개의 점에서 만나는지에 의해 결정 
된다. 두 도형의 방정식을 연립하여 만든 방정식의 근이 곧 만 

나는 점의 ^표가 되므로 ，두 도형이 몇 개의 점에서 만나는지 
를 구하려면 연립하여 근의 개수를 구하면 된다. 
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원과 직선의 위치 관계 

반지름이 r 인 원 0와 직선 /이 있다. 원의 중심과 직선 사 
이의 거리를 d 라고 하고，원의 방정식과 직선의 방정식을 연 
립하여 얻은 이차방정식의 판별식을 々라고 하자. 이때 위치 
관계는 다음과 같이 구할 수 있다. 


위치 ^■계 

판별식 

원의 중심과 직선 

두 점에서 만난다 

^>0 

d <r 

한 점에서 만난다 

D =0 

d — r 

만나지 않는다 

B <0 

d > r 


예제 


21 . 


원 x 2 + y 2 =2 와 직선 : r + 2/ = 2 의 위치관계를 구하 


여라. 


풀이 두 방정식을 연립하면 x 2 + (2 — ： r ) 2 =2 이다. 이것을 변 
형하면 x 2 — 2 x + l =0이다. 이 식의 판별식을 구하면 스>=0이 
므로 주어진 원과 직선은 한 점에서 만난다. 즉 접한다. 

다른 방법 주어진 원의 반지름을 구하면 v 《이다. 원의 중심 

(0, 0) 과 직선 사이의 거리를 구하면 ^가 나온다. 따라서 주 
어진 원과 직선은 접한다. □ 


예제 


22. 원 x 2 -\-y =1과 직선 y = 2 x + k 7\ 만나지 않도록 
하는 실수 차의 값의 범위를 구하여라. 


풀이 두 식을 연립하면 x 2 + (2 :r + A :) 2 = 1 이고 이것을 변형하 
면 5冗 2 +4細 + 저 2 -1 =0이다. 원과 직선이 만나지 않으려면 이 
방정식이 실근을 갖지 않아야 한다. 즉 판별식이 음수가 되어야 
한다. 즉 D =16 k 2 -20( k 2 - l ) <0이다. 

이 부등식을 풀면 ‘ k <— 、[토 또는 、[토< 차’를 얻는다. C 


원의 접선의 방정식 (기울기가 주어진 경우) 

원 Or — a ) 2 + (?/ — 6) 2 = r 2 에 접하고 기울기가 m 인 직선의 
방정식을 구하려면，직선의 방정식을 ?/ = mx + n 이라고 두고 
이 직선이 원에 접하도록 n 의 값을 정해준다. 


예제 


23. 원 : t 2 +2/ 2 
식을 구하여라. 


8에 접하고 기울기가 3인 직선의 방정 


해설 구하는 직선을 2/ = 3 x + n 이라고 둔다. 그리고 주어진 원 
의 방정식과 연립하면 x 2 + (3 :r + n ) 2 =8 이 된다. 이 이차방정 
식의 판별식이 0이 되도록 n 의 값을 정한다. 


다른 방법 구하는 직선을 2/ = + 이라고 두고，이 직선과 
원점 사이의 거리가 원의 반지름 v 양과 같아지도록 n 의 값을 
정^ □ 


참고 교과서에는 원의 접선의 방정식을 구하는 공식이 나와 
있다. 그러나 그 공식을 외우는 것보다，접선의 방정식을 구하는 
원리를 이해하는 것이 더 중요하다. 


원의 접선의 방정식 (접점이 주어진 경우) 

중심이 C 인 원 (x — a) 2 -\-(y — b ) 2 = r 2 위의 점 P ( x v y x ) 

에서의 접선의 방정식을 구하려면，점 P 를 지나고 &에 수 
직인 직선의 방정식을 구한다. 


예제 


24. 원 x 2 j ry 2 =2 b 위의 점 P (3, 4) 에서의 접선의 방정 


식을 구하여라. 


풀이 0 P 의 기울기는 f 이다. 따라서 접선의 기울기는 이 

다. 접선은 (3, 4) 를 지나고 ᄒ百에 수직이므로 접선의 방정식은 
있一4=-|(모一3)이다. [ 


원의 접선의 방정식 (지나는 점이 주어진 경우) 

원 바깔의 점 (巧，…)로부터 원 U _ a ) 2 + (2/_ 幻 2 = r 2 에 
그은 접선의 방정식을 구하려면 직선의 방정식을 y — ] j \ = 

〜(冗一冗^ 이라고 두고，이 직선과 원과 접하도록 m 의 값을 
정해준다. 


예제 


25. 점 (2, 3) 에서 원 x 2 + y 2 =^] 그은 접선의 방정식 


을 구하여라. 


풀이 점 (2, 3) 을 지나는 직선의 방정식은 2/ — 3 = mU — 2) 이 
다. 이 직선과 원점 사이의 거리가 반지름과 같아야 하므로 

|3 —2 m | _ 

、J m 2 +1 

가 되어야 한다. 이 식을 풀면 m = 士를 얻는다. 따라서 구하는 

직선의 방정식은 2/ — 3 =음 나一 2) 이다. 한편 좌표평면에 그 

림을 그려보면 점 (2, 3) 을 지나고 주어진 원 : r 2 + i / 2 =4 에 접 
하는 직선은 2/축과 평행한 직선 : r = 2 도 있다. (이 풀이에서 y 
축에 평행한 직선을 잊으면 안 된다.) 


다른 방법 참고로 원 x 2 + y 2 = r 2 위의 점 (', …)에서의 접 
선의 방정식 공식은 xx x -\~yih = r 2 이다. 이 공식을 이용하면 구 
할 수 있다. 

① 접점을 P { x v 이라고 하면 구하려는 직선의 방정식은 
xx x -\~yyi =4이다. ② 이 직선이 (2, 3) 을 지나므로 

2 x x +3?" =4 … (1) 

이다. ③ 한편 ( x v …)은 원 위의 점이므로 

x x 2 + y x 2 =4 … (2) 

이다. ④ 다음으로 (IX (2) 를 연립하여 풀면 

9 n 고ᄂ 10 24 

2/i=0 또 ！: Vl = ~i3 

을 얻는다. ⑤ 이것을 각각 xx l J ryy 1 =4에 넣으면 구하는 직 
선의 방정식은 冗 = 2와 5 x -12 2 / + 26 = 0°1 나온다. □ 
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원과 원의 위치 관계 

반지름이 각각 R , r 인 두 원의 중심 사이의 거리를 d 라고 
하자. (단，요〉 r) 이때 두 원의 위치 관계는 다음과 같다. 


위치 관계 

d 의 범위 

공통접선의 개수 

만나지 않고 밖에 있다 

d > R-\~r 

4 

외접한다 

d = 요十 r 

3 

두 점에서 만난다 

R — r < d < R+r 

2 

내접한다 

d = R—r 

1 

한 원이 다른 원을 품는다 

d < R—r 

0 


예제 


_ 26 . 두 원 x 2 + { y - 

외접선의 길이를 구하여라. 


4) 2 = 1 과 나一3) 2 +2/ 2 =9의 공통 


풀이 원의 중심 사이의 거리가 5이고，반지름의 합이 3 + 1이 
므로 두 원은 서로 밖에 있으면서 만나지 않는다. 

작은 원의 중심을 0, 외접선과의 접점을 모라고 하고，큰 원의 
중심을 0'，접선과의 접점을，이라고 하자. 그러면 공통외접선 

의 길이는 로궂 7 의 길이가 된다. 점 0 에서 ᄒ 7 F 에 내린 수선의 
발을 Q 라고 하면 百트 7 의 길이는 M 의 길이와 갈다. 


00 ，= 5, 0’Q=0’P’—P’Q=3 — 1 = 2 이므로 피타고라스의 

정리를 이용하면 0Q= 이다. [그림을 직접 그려보자.] 


o 도형의 이동 


앞서 설명한 것처럼 도형은 집합이고 도형의 방정식은 집합의 
조건이다. 즉 집합 

F = {(또, y ) l/(x, y ) =0} 

은 도형이고，이 집합의 조건인 f ( x , 2/)=0 은 도형의 방정식이 
다. 예를 들어 다음과 갈은 원을 생각해보자. 

C = {(x, y ) \ x 2 j ry 2 = 5 2 } 

이때 조건 x 2 +2/ 2 =5 2 은 (3, 4) 를 대입하면 참이 된다. 원 C 
를 x 축의 방향으로 1만큼，2/축의 방향으로 2만큼 평행이동한 
원을 우이라고 하자. 이때 C 을 나타내는 도형의 방정식에는 
점 (3 + 1，4 + 2) 를 대입했을 때 참이 되어야 한다. 그렇게 되 
게 하려면 도형의 방정식 


x 2 -\- y 2 = 5 2 

에서 冗를 冗一 1 로， y 를 있一2로 바꾸어 

U - l ) 2 + (『2) 2 =5 2 

으로 만들어 주어야 (3 + 1，4 + 2) 를 대입했을 때 참이 되는 방 
정식이 된다. 요컨대 도형을 평행이동하면, 도형의 방정식에서는 
평행이동한 만큼 각 좌표를 빼주어야 한다는 것이다. 


평행이동한 도형의 방정식 

도형을 x 축의 방향으로 a 만큼，^/축의 방향으로 卜만큼 평행 
이동한 도형의 방정식은 冗를 : r —a 로 바꾸고 y 를 y — b 로 
바꾸어 주면 된다. 


예제 


27 . 원 : r 2 +있 2 + 5冗 一 2있一3 = 0을 : r 죽의 방향으로 a 만 


큼，2/축의 방향으로 6만큼 평행이동하였더니 원점이 중심인 원 
이 되었다. a , 6의 값을 구하여라. 

풀이 주어진 원의 방정식을 (표준형으로) 변형하면 


X+ 2/ 


H): 


41 


이다. x 축의 방향으로 a 만큼，2/축의 방향으로 6만큼 평행이동 
하면 


x ~ a + — 




41 


이다. 이 원의 중심이 원점이 되어야 하므로 


a — —= 0， 公+1 = 0 

쇼 


이 되어야 한다. ^ a = 1 이다. 


대칭이동한 도형의 방정식 

도형을 대칭이동한 도형의 방정식을 구하는 방법은 다음과 
같다. 

(1) x 축에 대하여 대칭이동하면 y 를 一2/로 바꾼다. 

(2) ?/죽에 대하여 대칭이동하면 x 를 一 x 로 바꾼다. 

(3) 원점에 대하여 대칭이동하면 x 를 一 x 로 ， y 를 —2 /로 바 
꾼다. 

(4) 대각선(직선 = 에 대하여 대칭이동하면 x 와 y 를 서 
로 ^ᅡ꾼다. 


예제 


28 . 직선 2冗一" + 4 = 0을 직선 = 에 대하여 대징이 


동한 다음，: r 축의 방향으로 一2만큼，2/축의 방향으로 心민 
행이동하면 (2, 1) 을 지난다. 이때 6의 값을 구하여라. 


평 


해설 복잡해 보이는 문제일지라도 당황하지 말고 문제에서 제 
시한 순서대로 도형을 이동시킨 뒤 (2, 1) 을 대입하여 등식이 
성립하도록 ^의 값을 정한다. r 


예제 


29 . 아래 그림과 같이 좌표평면 위의 두 점 A (—1, 1)， 


B(2, 3) 이 있고，점 모는 x 축 위의 점이다. 



이때 AP + BP 의 최솟값을 구하여라. 


해설 한 점에서 출발하여 직선을 지나 점까지 도착하는 이르는 
가장 짧은 경로의 길이는，한 점을 직선에 대칭이동시켜 구한다. 

점 A 를 x 축에 대하여 대칭이동한 점을 A/ 이라고 하자. 그러면 
툐트두 이므로 

AP + BP= ZP + BP 

이다. 즉 P 가 A 7 ^ 위에 있을 때 주어진 길이가 최소가 된다. 
따라서 I 7 百의 길이가 구하는 최솟값이다. □ 
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EIEB 32. 좌표평면 위의 점 P(x, y 、) 를 점 y 

기는 변환 / : (x, y ) ᅳ {x , 少 ) 에 대하여 

x = 2 x r — y r , y =— Zx ' ~\~2 y 
이 성립할 때，일차변환 /를 나타내는 행렬을 구하여라. 


') 으로 옮 


풀이 두식冗 
인립하여 풀면 x 
내면 


2 x —y , 있=—3모’ +2있’을 x , ^/ 에 대하여 
2x + y ， y = ?tX-\-2y°]^\. 이 식을 행렬로 


x 

V 


x 


이다. 따라서 구하 


2 


、3 2 l\ yi 
2 


행렬은 ( 3 2 1이다. 


일차변환의 성질 

일차변환 /와 두 점 不， X 2 , 그리고 상수 사에 대하여 다 

이 성립힌다. 

(1) f ( kX 1 )= kf ( X 1 ) 

⑵ /Ui+x 2 )=/Ui)+/(x 2 ) 


ᄋ 


예제 


시 


33. 일차변환 /의 행렬이 A 


2 

3 


4 


이고， 


0 


，爲 


0 


일 때，/(2馬 +요 2) 를 구하여라. 


풀이 /(2X +X 2 ) = 2/(X) +/(X 2 ) = 2 AX ,+ AX 2 


이므로 QR= ᄊ(2 + 2) 2 + (-1-1) 2 = 2^/^이다. 


점이나 직선에 대하여 대칭이동시키는 변환을 대칭변환이라고 
부른다. 


대칭변환의 행렬 


로 두자. 주어진 점의 


대입 하면 


a 


9 


-3 


c d 

a b 
c d 


1 


2 


a - b \ 
、c - dj ’ 

2 a + b 
2 c ~\~ d 


이므로 이것을 연립하여 풀면 a = 2, b =_3, c =—4, 넜 = 5 이 


다. 따라서 구하는 행렬은 


2 3 
4 , 


이다. 


일차변환 

2009 개정 교육과정에서 일차변환은 
라갔으며 정규교육과정 에서는 제외 되 었다. 


과정으로 올 


좌표평면 위의 점 PU , 2/) 를 점 P r (x , 少)으로 대응시카 
함수를 좌표평면 위의 변환이라고 하며，이것을 기호로 


/ : ( 또 , y) ( 또 ', y) 

과 같이 나타낸다. 이때 점 P ( x , y ) 는 변환 /에 의하여 점 
P ' (느，少)으로 옮겨진다고 말한다. 


일반적으로 좌표평면 위의 변환 / : Or , y ) 구 ( x , 少) 에서 
' X y ： a ： t b d ： 는상쉬 •• 


① 


와 같이 X , 2/이 상수항이 없는 X ，2/의 일차식으로 나타내어 
질 때，이 변환 /를 일차변환이라고 부르며， ( D 을 일차변환 /를 
나타내는 식이라고 부른다. ( D 을 행렬로 나타내면 


x 

r 

V 


a b \l x 
c d)\y 


이므로 X ， 


X 

f 

y 


，고 


a 


c d 

X f = AX 


, x = x I 로 놓으면 다음과 같다. 


V 


② 


따라서 일차변환 /를 나타내는 식 ①이 주어지면 ②와 같이 행 
렬 고가 결정되고，역으로 행렬 고가 주어지면 ②에 의하여 ①과 
같이 일차변환 /가 정해짐을 알 수 있다. 이때 행렬 고를 일차변 
환 /를 나타내는 행렬 또는 일차변환 /의 행렬이라고 부른다. 


예제 


30. 행렬 


2 -1 


로 나타내어지는 일차변환 /에 의하 


3 2 

여 점 P ( l , 1), Q(2, -3) 이 각각 옮겨지는 점 P '， Q ， 의 좌 
표를 구하여라. 

풀이 점 P ( l , 1), Q (2, 一3)이 일차변환 /에 의하여 각각 
P r (^ i ， Vi ), Q ' U 2 ， 2 / 2 ) 로 옮겨진다고 하면 


x x 

Vi 

모 2 
2/2 


2 


1 


3 2 


2 

3 


-1 

2 


2 

3 


7 

0 


이므로 구하는 점은 P '( l , 5)， Q r (7, 0) 이다. 


(4) 원점에 대한 대칭변환 : 


(3) 직선 " = 冗에 대한 대칭변환 : 


(2) "죽에 대한 대칭변환 : 


31. 좌표평면 위의 두 점 A ( l , -1), B (2, 1) 을 각각 
두 점 A '(5, —9)， B r ( l , 一 3) 으로 옮기는 일차변환의 행렬을 
구하여 라. 

풀이 구하는 일차변환을 


卜’、1: 

Ja b \ 

1 또、| 


\ V 1 

\ c d j 

1 y 1 

\ 풀이 두 점의 좌 


E1E1 34. 점 P (2, 1) 이 x 축에 대한 대칭변환에 의하여 옮겨진 
점을 Q , 2/축에 대한 대칭변환에 의하여 옮겨진 점을 R 라고 할 


Q ( a , b ) , R ( c , 시 라고 하면 


예제 


예제 







o 1 


1 o 


환 

변 

칭 

대 

한 

하 " 

에 

축 

1丄 

/(V 
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좌표평면 위의 임의의 점 P(x, y ) 를 

[x =kx 

(사는 0이 아닌 실수) 

[y = ky 

에 의하여 점 P' (느, 少)으로 옮기는 일차변환을 원점 0를 닮 
음의 중심으로 하는 닮음비가 사인 닮음변환이라고 부른다. 별다 
른 언급 없이 닮음비가 사인 닮음변환이라고 하면 닮음의 중심이 
원점인 것으로 생각한다. 


닮음변환의 행렬 

(1) 덞•음비가 노인 닮음변환 : (용 요 =kE 

(2) 항등변환 : 닮음비가 1인 닮은변환 


예제 


P(3, 


35. 원점을 중심으로 닮음비가 3인 닮음변환에 의하여 점 
一 2 ) 가 옮겨지는 점의 좌표를 구하여라. 


풀이 원점을 닮음의 중심으로 하고 닮음비가 3인 닮음변환을 


나타째는 행«온 요 강 이므로 


요 m 


이다. 따라서 구하는 점의 좌표는 (9, - 

6 ) 이다. 

좌표평면 위의 점을 원점을 중심으로 각 (9 만큼 회전하여 옮기는 

일차변환을 회전변환이라고 부른다. 


회전변환의 행렬 


원점을 중심으로 산만큼 회전하는 회전변환의 행렬은 

/ cos^ —sin 公、 
乂 sin 分 cos 이 



증명 좌표평면 위의 점 PU, y 、> 를 원점을 중심으로 각 <9만큼 
회전한 점을 P r {x : 乂 ) 라고 하자. 



두 점 Q(x， 0)， R (0, 公)를 원점을 중심으로 각 산만큼 회전한 
점을 각각 Q'， 『이라고 하면 

Q r (x cos 分， x sin 6) 

R'(2/cos (|+(9)， 2/sin (|+6 소 

즉 R’(一l/sin 分，있 cos 分) 이다. 

이때 직사각형 OQ'P'R' 에서 두 대각선 OP'，Q'R' 의 중점이 
일치 므로 


x _ x cos 6 — y sin 6 y _ x sin 6 + y cos 6 

Y ~ 2 , T _ 2 


따라서 다음이 성립한다. 

x =x cos 9 — y sin 6 
y = x sin 0 + y cos 6 

이것을 행렬을 이용하여 나타내면 다음과 갈다. 

x\_l cos 6 — sin 6 \!x 

y ) \ sin 0 cos 0 )\y 



EH 36. 원점을 중심으로 점 P(2, 一 1 ) 을 두만큼 회전한 점 

O 

의 좌표를 구하여라. 


7T 


풀이 원점을 중심으로 y 만큼 회전한 일차변환의 행렬은 


广 7T 

cos y 

. 7T 


sm 


3 


sm 


cos 


7T 

I 

7T 

I 






이므로 


^l\/3 


따라서 구하는 점의 좌표나 


^3)( 2)_^( 2+ ^/3 ] 

1-1)- 귀2 v 공-1ᅭ 

2+ ^3 2^3-1 


2 


2 


이다. 


두 일차변환 

/ : ( 또， y) ᅳ ( 모’， y), 

9 : (y, y) ᅳ ( 모 ", v) 

에 의하여 점 U， y ) 를 ?/") 으로 옮기는 변환을 /와 요의 
합성변환이라고 하고 기호로 

g ° f ： ( x , y ) ^ ( x \ y ”) 

° 무 나타낸다. 


합성변환의 행렬 

일차변환 /의 행렬이 고이고 일차변환 요의 행렬이 B 일 때， 
일차변환 g ᄋ /의 행렬은 표4이다. 


참고 세 일차변환 /， g , /i 에 대하여 
(1) 일반적으로 g o o 요이다. 

⑵ 八。(分。/) = ( 八。分)。/이다. 


예제 


37. 두 일차변환 /와 g 를 나타내는 행렬이 각각 


-1 

2 


4 (o 1 


일 때，합성변환 9 ᄋ /에 의하여 점 (1， 1) 이 옮겨지는 점의 좌 
표를 구하여라. 


풀이 합성변환 g ° /를 나타내는 행렬은 

(3 -1 W -1 0\ = /-5 3 

\0 2/1 2 -3/ _ \ 4 -6 

이고 


(~4 -M 

이므로 구하는 점의 좌표는 (一2, —2)이다. 


이다. 
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이므로 ab 


V2 - V6 V2 + V6 


2 


2 


=-1 이다. 






일차변환 f : (x, y 、) [ x \ 少) 에 대하여 { x \ 少 )을 Or, y ) 

로 옮기는 변환을 /의 역변환이라고 부르며 

厂 1 : ( 모 ’ ， y) -> (x, y) 

로 나타낸다. 


평면 위에 점 묘와 이 점을 지나지 않는 
직선 H 있을 때， F 로부터의 거리와 I 
로부터의 거리가 갈은 점들의 집합을 포 
물 선이라고 부른다. 이때 F 룰 이 포물선 
의 초점이라고 부르고 Z 을 이 포물선의 
준선이라고 부른다. 


40. 행렬 


3、 


가 나타내는 일차변환에 의하여 점 


(1， 一 1) 로 옮겨지는 점의 
을 구하여라. 


(a, 6) 라 할 때 a 2 + 6 2 의 값 


풀이 


a' 


3 


-1 


7、 


4 -1 厂一2, 


이므로 a 2 + P =53이다. 


이다. 따라서 구하는 점의 좌표는 (一3，一 1) 이다. 


예제 


38. 원점에 대한 대칭변환을 /，원점을 중심으로 45° 만 
큼 회전한 회전변환을 g 라고 할 때，합성변환 g ᄋ /에 의하여 
점 P(2, 1) 이 옮겨지는 점의 좌표를 구하여라. 

풀이 원점에 의한 대칭변환 /를 나타내는 행렬은 


(-1 0) 


\ 0 -1/ 

풀이 점 P 의 좌 


이다. 또한 
타내는 행렬은 

cos45 ° — sin45 ° 


중심으로 45 ° 만큼 회전한 회전변환 요를 나 


犯 


-1 


、sin45 ° cos45 ° / 2 \0 

이므로 구하는 점의 좌표를 ? f ( x , 少)이라고 하면 


X 

f 

y 


2 


1 


1 

0 


0、 


2 


- v，r 

3 a/2, 


예제 


41. A 


1 

1 


2, 


에 대하여 행렬 고 4 이 나타내는 일차 


변환에 의하여 점 P 가 점 (一2, 1) 로 옮겨진다. 이때，행렬 A 3 
이 나타내는 일차변환에 의하여 점 P 가 옮겨지는 점의 좌표를 


P ( x , 公)라고 하면 

2、고4사文、 


、 y ) 

이고，행렬 고 3 에 의해 P 가 옮겨지는 점의 
하면 

' 3(X 


p’(y，?/) 이 


X 


A 


、 y ) 

2 1 


고게중 

2\ 1-3' 


세 



이다. 따라서 구하는 점의 좌표옥 


2 


3^/2 


2 


이다. 


39. 원점을 중심으로 75 ᄋ 만큼 회전한 일차변환에 의하여 
점 P(^/3, 1) 이 옮겨진 점의 좌표를 (a, 6) 라 할 때， a 간의 값 
을 구하여라. 

풀이 원점을 중심으로 30 ° 만큼 회 전한 일차변환을 /，45 ° 만 
큼 회전한 일차변환을 요라고 하면 원점을 중심으로 75° 만큼 
회전한 일차변환은 합성변환 g ᄋ /와 갈다. 따라서 


a' 


/ cos 75 ° 

-sin75° 사 

lsin75° 

cos75°/\ 

1 cos45 ° 

-sin45° 사 

sin45° 

cos45 ᄋ 


v 용 


cos30 ° 
sin30° 


sin30 

cos30 




oc 3 쏘로언 ᅱ괴 성 r [ X , … 여|서 고 r 

선 冗=一。에 내린 수선의 발을 H 라고 
하면 H(—p, ?/) 이다. 이때 

PF= \ J ( x — p ) 2 -\- y 2 , PH= \ x -\- p \ 
이고 포물선의 정의에 의하여 



PF=PH 이므로 

、 J(x — p ) 2 -\_ y 2 = \ x ~\~ p \ 

이다. 이 식의 양변을 제곱하여 정리하면 다음과 갈다. 

y 2 = Apx 


(*) 


역으로 점 P(x, ?/) 가 방정식 (*) 을 만족시키면 PF=PH 이므 
로 점 P 는 초점이 F ( p , 0)，준선이 冗 =— p 인 포물선 위의 점 
이다. 따라서 (*) 은 구하는 포물선의 방정식이다. 이때 포물선의 
꼭짓점은 원점이고，축의 방정식은 2/ = 0이다. 


42. 포물선 2/ 2 = 12冗의 초점의 좌 
표와 준선의 방정식을 구하여라. 

풀이 2/ 2 = 12” = 4 • 3冗 이므로 ^> = 3 이 
다. 따라서 초점의 좌표는 (3, 0)，준선 
의 방정식은 —3 이다. 


t/ 2 = 12x 




o 이차곡선 


역변환의 행렬 

일차변환 /의 행렬이 고일 때 역변환 /一 1 의 행렬은 고一 1 이다. 


포물선의 방정식 



(1) 초점의 좌표가 F(p, 0) 이고 준선이 x = 

一 p 인 포물선의 

방정식은 y 2 

= 4占쌔이다. (단 ， p ^ 0) 


(2) 초점의 좌표가 F(0, : p) 이고 준선이 y = 

一 p 인 포물선의 

방정식은 x 2 = 

= 4p 있이다. (단 ， p ^ 0) 
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예제 


43. 포물선 : r 2 =2 /의 초점의 좌표와 준선의 방정식을 구 
하여라. 


풀이 x 2 = 4 • ■는/이ᄆ로 _ p 

1 y \ 

= 4 \ 

x 2 =y 

이다. 

\ 


I 1 \ 

乂 , 


따라서 초점의 좌표는 0, - 

0 

X 

\ 4 } 


1 

1 

~T 

y= ~T 


준선의 방정식은 —I이다. 


예제 


44. 방정식 + U 가 나타내는 도형을 그려라. 


풀이 주어진 방정식을 변형하면 

( 2 /-2) 2 =8(x + 2) 

따라서 이 방정식이 나타내는 도 
형은 포물선 2/ 2 =8冗를 : r 축의 방 
향으로 -2만큼，2/축의 방향으로 
2만큼 평행이동한 포물선이고，그 
그래프는 오른쪽 그림과 갈다. 



예제 


45. 포물선 와 직선 2/ = 2冗 + 차의 위치 관계를 조 


사하여라. 


풀이 " = + 를 " 2 =4 a; 에 대입하면 

(2 x + k ) 2 = 4 x •' 4 x 2 -\-4( k — l)x ~\~ k 2 =0 
이 이차방정식의 판별식을 々라고 하면 

^=4( k - l ) 2 ~4 k 2 =-4(2 k - l ) 

① 刀〉0, 즉 차< | 일 때，서로 다른 두 점에서 만난다. 

② D = 0, 즉 사= |일 때，한 점에서 만난다(접한다). 

③ 刀<0, 즉 사〉+ 일 때，만나지 않는다. 


평면 위에 두 점 F， ，이 있을 때， 
두 점 F，F' 으로부터의 거리의 합 
이 일정한 점들의 모임을 타원이라 
고 부른다. 이때 표와 F' 을 이 타원 
의 초점이라고 부른다. 



이 식의 양변을 제곱하여 정리하면 

cx -\- a 2 = a y /( x -\- c ) 2 y 2 
이다. 다시 양변을 제곱하여 정리하면 

(a 2 — c 2 ) x 2 -\~ a 2 y 2 = a 2 (a 2 — (?) 

이다. 여기서 a 〉 c 〉0 이므로 6 2 =a 2 -c 2 으로 놓으면 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 

이다. 이 식의 양변을 a 2 낫으로 나누면 다음과 같다. 


역으로 점 P(x, 2/) 가 0) 을 만족시키면 PF + PF' = 2a 이므로 
점 P 는 두 초점 F(c, 0), F'( — c, 0) 에서의 거리의 합이 2a 인 
타원 위의 점이다. 따라서 (*) 은 구하는 타원의 방정식이다. 이 
상을 정리하면 다음과 갈다. 


타원의 방정식 

(1) 두 초점 F(c, 0) 과 F’(-c, 0) 에서의 거리의 합이 2a 
인 타원의 방정식은 

우나 욕=1 (단， a > b > 0, b 2 = a 2 — (?) 

a b 

이때 장축의 길이는 2a， 단축의 길이는 2 b , 꼭짓점의 좌 
표는 (+ a, 0)，(0，+ b ) , 중심의 좌표는 (0， 0) 이다. 

⑵ 두 초점 F(0, 시와 F '(0, —시에서의 거리의 합이 2 b 
인 타원의 방정식은 

-^-+ -= 1 (단， 6〉a〉0，a 2 = b 2 — (?) 

a b 

이때 장축의 길이는 2 b , 단축의 길이는 2 a , 꼭짓점의 좌 
표는 (+ a, 0)，(0，+ b ) , 중심의 좌표는 (0， 0) 이다. 


예제 


46. 두 초점 F (4, 0), F ，(-4, 0) 에서의 거리의 합이 
10인 타원의 방정식을 구하여라. 

풀이 구하는 타원의 방정식을 

2 2 

^ , y , 


a 


b 2 



이라고 하면 c = 4 이고 2a = 10 
에서 a = 5, 낫 = 5 2 — 4 2 = 9 이므로 구하는 타원의 방정식은 


25 



타원의 방정식을 구해보자. 타원 
위의 임의의 점을 P(x, ?/) 라고 
하면 

PF= 、j 、x — c) 2 -\-y 2 , 

PF'= 、J {x + c) 2 +y 2 

타원의 정의에 의하여 
떠+ 표 7 =2a 이므로 

\/{x — c) 2 -\~y 2 + 、j Or + c) 2 -\~y 2 = 2a 

즈 

^ (x — c) 2 -\~ y 2 = 2 a — 、/ (x + c) 2 +y 2 

이다. 



예제 


47. 타원 


x 


y 


169 25 


= 1 의 초점의 좌표와 장축，단축의 


길이를 구하여라. 


풀이 a = 13, 6 = 5이므로 c = 八/13 2 — 5 2 = 12이다. 


y \ 

5 


€ 


=^)l3 x 


13 


O 


-5 


따라서 초점의 좌표는 (12, 0), (-12, 0)， 
장축의 길이는 2a = 26， 

단축의 길이는 26=10. 
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예제 


48. 두 초점 F(0, 4), F ， (0, 
10인 타원의 방정식을 구하여라. 


풀이 구하는 타원의 방정식을 


x 


V 


a 


b 2 


이라고 하면 c = 4 이고 26 = 10에서 
b = 5, a 2 = 5 2 — 4 2 = 9 
따라서 구하는 타원의 방정식은 


一 4) 에서의 거리의 합이 



x 


y 


9 25 


예제 


49. 타원 


의 초점의 좌표와 장축，단축의 


길이를 구하여라. 

풀이 a = 5, 6 = 13이므로 

c = Vl 3 2 -5 2 = 12 
이다. 따라서 

초점의 좌표는 (0, 12)，(0，一12)， 
장축의 길이는 계 = 26， 

단축의 길이는 2 a =10. 



예제 


50. 방정식 4 r 2 + 9/—16:^ + 362/+ 16 = 0이 나타내는 


도형을 그려라. 


이 이차방정식의 판별식을 々라고 하면 

욱= 4 차 2 -7 {2 k 2 — 10) =一 10O 2 — 7) 

① 刀〉0, 즉 一 V 7< k < 가일 때，서로 다른 두 점에서 만 
^다. 

② D = 0, 즉 k =± 、[국 일 때，한 점에서 만난다(접한다). 

③ 刀<0, 즉 사 〉 vY 또는 차 <_ \/궁일 때，만나지 않는다. 

참고 이차곡선 f ( x ， y ) =0 위의 점 ( x v 仏) 에서의 접선의 
방정식을 구할 때에는 fix , 2/) =0의 식에서 

: T 2 을 x 1 x ^ S ., 2/ 2 을 네 
^ xJrx i ^ ^ y + y ! ^ 

로， y 유 ^로 

바꾸면 된다. 


보기 


52. 


「선 y 2 =_ 2 x 위의 점 (-2, 2) 에서의 접선의 방 


정식은 


2 있 = 2 


2 


( 또一 2) 


V 


2 


X +1 


보기 


53. 


타원 T ^-+ f ^ =1 위의 점 ( 3 , 2 )에서의 접선의 

丄2 It ) 


방정식은 


3^ 2 y 
12 16 


... 2x + 7/ = 8 


풀이 주어진 방정식을 변형하면 

4(x 2 — 4x + 4) + 9(^/ 2 +4i/ + 4) = 36 

. U-2) 2 b + 2) 2 

9 4 

따라서 이 방정식이 나타내는 도형은 타원 ^+<=1을 

y 4 

冗축의 방향으로 2만큼， 

2/축의 방향으로 —2 만큼 

평행이동한 타원이고，그 그래프는 아래 그림과 같다. 



예제 


51. 타원 



y 


5 


1과 직선 


2/ = 冗 + 사의 위치 관계를 


평면 위에 두 점 F ， F ' 이 있을 때，두 점 F ， F ' 으로부터의 거 
리의 차가 일정한 점들의 모임을 쌍곡선이라고 부른다. 이때 F 
와，을 이 쌍곡선의 초점이라고 부른다. 

쌍곡선의 정의를 이용하여 쌍곡선의 
방정식을 만들어보자. 쌍곡선 위의 임 
의의 점을 P ( x , ?/) 라고 하면 

PF = 、 j(x — c ) 2 -\- y 2 , 

PF 7 ^ VU + c) 2 +2/ 2 

이고，쌍곡선의 정의에 의하여 
표- 표 7 | = 2 a 
이므로 

、 J{x — c ) 2 -\~ y 2 — 、J (x + c) 2 -\- y 2 =± 2 a 

즈 

、 x _ c) 2 -\~ y 2 = 、/ (x + c) 2 -\- y 2 士 2a 
이다. 이 식의 양변을 제곱하여 정리하면 

cx + a 2 =± a a/ (x -\- c ) 2 -\- y 2 
이다. 다시 양변을 제곱하여 정리하면 



조사하여라. 

풀이 = x + 를 에 대입하면 

x 2 {x + k ) 2 

... 7。+4뇨 + 20-10 = 0 


( c 2 — a 2 ) x 2 — a 2 y 2 = a 2 ( c 2 - a 2 ) 

이다. 여기서 c 〉 a 〉0 이므로 낫 = c 2 — a 2 으로 놓으면 

b 2 x 2 - a V a 2 b 2 

이다. 이 식의 양변을 a 2 낫으로 나누면 다음과 같다. 
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역으로 점 P(x, 2/) 가 0) 을 만족시키면 I 표一斤 7 | = 2a 이므 
로 점 P 는 두 초점 F(c, 0), F'(—c, 0) 에서의 거리의 차가 
2a 인 쌍곡선 위의 점이다. 따라서 ⑴은 구하는 쌍곡선의 방정 
식이다. 


쌍곡선의 방정식 

⑴ 두 초점 F(c, 0) 과 F’(-c, 0) 에서의 거리의 차가 2a 
인 타원의 방정식은 

■뜨子- 뉴= 1 (단， c > a > 0, c 2 =a 2 + 公 2 ) 

a b 

이때 초점의 좌표는 (士 \/a 2 + 낫 , 0), 주축의 길이는 2a, 
꼭짓점의 좌표는 (± a , 0), 중심의 좌표는 (0, 0) 이다. 

(2) 두 초점 F(0, c) 과 F ， (0, 一 시에서의 거리의 차가 2a 
인 타원의 방정식은 

1 (단， c > b > 0, c 2 = a 2 -\~ b 2 ) 

a b 

이때 초점의 좌표는 (0, + \/a 2 +6 2 ), 주축의 길이는 2 b , 
꼭짓점의 좌표는 (0, ± b ), 중심의 좌표는 (0, 0) 이다. 


예제 


54 . 두 초점 F(5, 0), F'(— 5, 0) 에서의 거리의 차가 


인 쌍곡선의 방정식을 구하여라. 



풀이 구하는 쌍곡선의 방정식을 

균—쇼 

a 2 b 2 

이라고 하면 c = 5 이고 2a = 8 에서 


a = 4, = 5 2 — 4 2 = 9 

따라서 구하는 쌍곡선의 방정식은 

2 2 
x __ y _ =1 

16 9 


예제 


55 . 쌍곡선 


x 


V 


25 9 


1의 초점의 좌표와 주축의 길아 


구하여 라. 


풀이 a = 5, 6 = 3이므로 c = \^5 2 + 3 2 = v 성不이다. 



따라서 초점의 좌표는 (^34, 0), (- 734, 0), 
주축의 길이는 2a = 10. 


예제 


56. 두 초점 F(0, 4), F ， (0, -4) 에 


서의 거리의 차가 6인 쌍곡선의 방정식을 구 
하여라. 


풀이 구하는 쌍곡선의 방정식을 


a 2 b 2 


이라고 하면 c = 4 이고 계 = 6에서 

b = 3, a 2 =4 2 -3 2 =7 
따라서 구하는 쌍곡선의 방정식은 



예제 


려 라. 


3또 2 — 4y 2 — 12冗 一 8^/ — 4 = 0이 나타내는 도형을 그 


풀이 주어진 방정식을 변형하면 

3(x 2 -4x + 4)-4(2/ 2 +22/+l) =12 

. U-2) 2 (세 

4 3 

따라서 이 방정식이 나타내는 도형은 쌍곡선 



을 冗축의 방향으로 2만큼， " 축의 방향으로 一1만큼 평행이동한 
쌍곡선이고，그 그래프는 아래 그림과 갈다. 



예제 


58 . 곡선 


x 


V 


5 2 


= 1과 직선 = x + 의 위치 관계、 


^사하여라. 


풀이 있 = 冗 +公를 에 대입하면 


x 2 ( x -\~ k )' 


5 2 

이 이차방정식의 판별식을 


3 x 2 + 10 A:x + 5A: 2 + 10 = 0 


D 


4 


= 25사 2 - 3(5 사 2 + 10) = 10O 2 -3) 


① 刀〉0, 즉 사〉 ▲ 또는 k <- v 성"일 때，서로 다른 두 점 
에서 만난다. 

② D = 0, 즉 k =± v 성"일 때，한 점에서 만난다(접한다). 

③ 刀<0, 즉 一 v 상<사< 일 때，만나지 않는다. [ 


지금까지 배운 원，포물선，타원，쌍곡선은 모두 x, 2/에 대한 이 
차방정식으로 나타내어진다. 일반적으로 계수가 실수인 두 일차 
식의 곱으로 인수분해되지 않는 x , ?/에 대한 이차방정식 
Ax 2 ~\~ By 2 + Cxy + Dx + Ey + F = 0 
으로 나타내어지는 곡선을 이차곡선 이라고 부른다. 
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참고 원뿔을 꼭짓점을 지나지 않는 평면으로 자를 때 생기는 
단면의 둘레가 나타내는 곡선을 원뿔곡선이라고 한다. 이때 자 
른 평면의 기울기에 따라 다음 그림과 같이 원，타원，쌍곡선 등 
의 곡선을 얻을 수 있다. 



즉 밑면에 평행한 평면으로 잘랐을 때는 원，평면을 조금 기울 
여서 모선에 평행하기 전에 잘랐을 때는 타원，모선에 평행한 
평면으로 잘랐을 때는 포물선，모선보다 기울기가 더 급한 평면 
으로 잘랐을 때는 쌍곡선이 된다. □ 


식의 영역 


미지수가 하나인 부등식의 영역을 수직선에 나타내는 것처럼 미 
지수가 두 개인 부등식의 영역은 좌표평면에 나타낼 수 있다. 


미지수가 2개인 부등식의 영역 

• 부등식 2/〉/0 r ) 의 영역은 곡선 2/ = / U ) 의 윗부분이다. 

• 부등식 2/</ U ) 의 영역은 곡선 2/ = / U ) 의 아랫부분이다. 


참고 경계가 포함되는 경우는 실선으로 나타내고，경계가 포 
함되지 않는 경우는 점선으로 나타낸다. 


예제 


60 . 


ᄇ 


등식 : r 2 + 2/ 2 — 2冗 + % — 4 < 0의 영역을 좌표평면 


에 나타내어라. 



이때 경계는 포함된다. 


연립부등식의 영역 

• 연립부등식의 영역은 각 부등식의 영역이 겹치는 부분이다. 

• 좌변에 두 식이 곱해져 있는 f (、 x ， y ) g ( x , y ) >0 꼴의 부 
등식은 좌표평면을 두 곡선 f { x , y ) =0， g ( x ， y ) =0 으로 
나누고 각 영역의 포함 여부를 체크한다. 


예제 


61 . 아래 그림의 색칠한 영역을 연립부등식으로 나타내어라. 



예제 


59 . 다음 


부등식의 


영역을 좌표평면에 나타내어라. 


(1) x - 22 / + 3>0 (2) y > x 2 


풀이 (1) 주어진 영역은 직선 2/ = |冗 + |•의 아랫부분이다. 이 
때 경계선은 포함되지 않는다. 


풀이 색칠한 영역은 원 x 2 +2/ 2 =9 의 경계선을 포함하지 않은 
내부이 고， 직선 2/ = 冗 + 1의 경계선을 포함하는 윗부분이다. 따 
라서 구하는 연립부등식은 다음과 같다. 

x 2 j ry 2 < 9 

< 

、있 > x + 1 


(2) 주어진 영역은 포물선 = 의 윗부분이다. 이때 경계선은 
포함된다. 




원의 내부와 외부 

• Or — a ) 2 + ( 있一 6) 2 < ” 2 은 원 Or — a ) 2 + ( 있 一 6) 2 = ” 2 의 
내부이 다. 

• U - a ) 2 + (2 / — 6) 2 〉 r 2 은 원 U - a ) 2 + ( 2 / —6) 2 = r 2 의 
외부이다. 


예제 


62 . 다 


O ᄇ 


1그 


ᄋ 


씩의 


영역을 좌표평면 위에 나타내어라. 


{x + y — l )( x 2 + 7/ 2 — 4) < 0 


풀이 주어진부등식 

( x ~\- y — l )( x 2 -\- y 2 —4) < 0 
은 두 연립부등식 

ix + y — 1 > 0 데 ix + y — 1 < 0 
\ x 2 + 2 / 2 — 4 < 0 丄ᄂ \ x 2 -\- y 2 —4： > 0 

의 영역이다. 
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다른 방법 두 도형 x -\- y—l = 0, : t 2 +?/ 2 =4 를 그리면 좌표평 
면이 4개의 영역을 나뉜다. 이때 (0, 0) 을 대입하면 부등식이 
성립하지 않음을 알 수 있다. 따라서 (0, 0) 이 포함된 영역이 
제외되도록 교대로 영역을 택해주면 된다. □ 


예제 


63 . 다음 연립부등식의 영역에 있는 점 U , ?/) 에 대하여 
^ + 3?/의 최댓값과 최솟값을 구하여라. 

x > 0, y > 0, 2x-\~y < 8, x-\~3y < 9 


해설 주어진 영역을 좌표평면에 나타낸다. 그리고 최댓값 또는 
최솟값을 구하려는 식을 사로 두고 좌표평면에 그래프로 나타낸 
다. 끝으로 그래프가 영역과 만나는 범위 내에서 그래프를 움 
직여 사의 최댓값과 최솟값을 구한다. 


(Q 공간도형 


모든 면이 다각형으로 이루어진 도형을 다면체라 고 부른다. 특 
히 모든 면이 서로 합동인 정다각형이고 꼭짓점에 모인 면의 개 
수가 갈은 다면체를 정다면체 라고 부른다. 정다면체는 다음과 
같이 5개 뿐이다. 


정다면체 

면의 모양 

꼭지점 수 

모서리 수 

면 수 

정사면체 

정삼각형 

4 

6 

4 

정육면체 

정사각형 

8 

12 

6 

정팔면체 

정삼각형 

6 

12 

8 

정십이면체 

정오각형 

20 

30 

12 

정이십면체 

정삼각형 

12 

30 

20 


풀이 주어진 부등식의 영역을 좌표평면 위에 나타내면 아래 그 
림의 색칠한 부분과 같다. 



2 x -\~3 y = 九로 놓으면 

2 k ( . 

y=~—x + — … 

이므로 이 방정식은 기울기가 -|，"절편이 |인 직선을 나타낸 

다. 직선 (*) 를 주어진 부등식의 영역 안에서 움직여 보면 직선 
(*) 가 두 직선 2 x + y = ^, 冗 + 32/ = 9의 교점 (3, 2) 를 지날 때 
2/절편이 최대이므로 차의 최댓값은 

2 • 3 + 3 -2 = 12 

이다. 또 원점 0를 지날 때 2/절편이 최소이므로 사의 최솟값은 

2 • 0 + 3 • 0 = 0 

이다. 

다른 방법 영역이 사각형이므로 사격형의 네 꼭짓점의 좌표를 
각각 2 x + 3? /에 대입하여 가장 큰 값과 가장 작은 값을 구한다. 


예제 


_ 64 . 다음 표는 두 종류의 영양제 A , B 의 1정당 함유된 

두 성분 «， " 의 양을 나타낸 것이다. 



어떤 사람이 하루에 성분 a 는 15mg 이상，성분 p 는 10mg 이 
상을 섭취하려고 할 때，하루에 먹어야 할 두 영양제의 최소 개 
수의 합을 구하여라. 

풀이 영양제 A, B 를 각각 x 개，^/개 먹는다고 하자. 그러면 
이 문제는 영역 x > 0, y > Q , 2x-\-y > 15, x~\~3y > 10에서 
식 x + 2 /의 최솟값을 구하는 문제이다. 앞의 예제에서와 갈은 
방법으로 : r + = 라고 두고 풀면 x = 7, 2 / = 1일 때 최솟값 
x J ry = 8# 얻는다. □ 


참고로 볼록다면체에서 (꼭짓점 수)一(모서리 수) +( 면의 수)=2 
가 성립한다. 

뿔을 밑면에 평행한 평면으로 잘라 생긴 두 개의 도형 중에서 
뿔이 아닌 부분을 물대라고 부른다. 

한 직선을 축으로 평면도형을 회전시킬 때 생기는 도형을 회전 
체라 고 부른다. 회전체의 성질은 다음과 같다. 

• 회전체에서 한 선분이 회전하여 옆면을 이룰 때，그 선분을 
모선이라고 부른다. 

• 지름을 축으로 원을 회전시킨 회전체를 구라고 부른다. 

• 회전체를 회전축에 수직인 평면으로 자르면 단면은 원이다. 

• 회전체를 회전축을 포함하는 어느 평면으로 잘라도 그 잘린 
면은 모두 서로 합동이 고， 회전죽에 대하여 선대칭도형이다. 

여러 가지 입체도형의 부피와 겉넓이는 다음과 같다. 

• (기둥의 부피) =( 밑넓이)〉〈(높이) 

• (기둥의 겉넓이) =( 밑넓이) x 2+( 옆넓이) 

• 특히 밑면의 반지름의 길이가 r 이고 높이가 h 인 원기둥의 
부피는 7 rr 2 / i 이고 겉넓이는 27 rr 2 + 27 rr / i 이다. 

• (뿔의 부피) =|~ X ( 밑넓이)>〈(높이) 

• 특히 밑면의 반지름의 길이가 r 이고 높이가 h 인 원뿔의 부 
피는 |7 rr 2 /i 이다. 

o 

• (뿔의 겉넓이) =( 밑넓이) +( 옆넓이) 

• 특히 밑면의 반지름의 길이가 r 이고 모선의 길이가 I 인 원 
뿔의 겉넓이는 7 rr 2 +7 rZr 이다. 

• 반지름이 r 인 구의 부피는 ^7 rr 3 이고 겉넓이는 47 rr 2 이다. 

O 


평면의 결정조건 

① 한 직선 위에 있지 않은 서로 다른 세 점 

② 한 직선과 그 위에 있지 않은 한 점 

③ 한 점에서 만나는 두 직선 

④ 평행한 두 직선 
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예제 


_ 65 . 공간에서 어느 네 점도 갈은 평면 위에 있지 않은 다 

섯 개의 점은 몇 개의 평면을 결정하는가? 


풀이 5 개의 점 중에서 순서를 고려하지 않고 3 개를 택하는 경 


우의 


5 X 4 X 3 


3X2X1 


= 20이다. 


공간에서 서로 다른 두 평면은 만나는 경우와 만나지 않는 경우 
가 있다. 서로 다른 두 평면 «，"가 만나는 경우，두 평면은 한 
직선을 공유한다. 이때 이 직선을 두 평면의 교선이라고 한다. 
한편 서로 다른 두 평면 «，戶가 만나지 않는 경우，두 평면 a, 
/3는 평 행하다고 하며，이것을 기호로 a / 와 같이 나타낸다. 



예제 


_ 66. 오른쪽 그림과 같이 밑면이 

정사각형이고，옆면이 모두 정삼각형인 
사각뿔에서 다음을 구하여라. 

(1) 모서리 AB 와 만나는 모서리 

(2) 모서리 BC 와 평행한 모서리 

(3) 모서리 AB 와 꼬인 위치에 있는 모서리 



D 


풀이 (1) 모서리 AC, AD, AE，BE, BC 
⑵ 모서리 ED 
⑶ 모서리 CD, ED 



예제 


68. 오른쪽 그림과 같이 두 밑면이 
정육각형인 육각기둥에서 다음을 구하여라. 
⑴ 면 BHIC 와 평행한 면 
(2) 면 CIJD 와 만나는 면 
⑶ 면 DJKE 와 면 EKLF 의 교선 


풀이 (1) 면 EKLF 

(2) 면 BHIC，DJKE，ABCDEF，GHIJKL 

(3) 모서리 EK 



참고 공간에서 두 직선이 평행하다는 것을 증명하려면 두 직 
선이 한 평면에 있으면서 만나지 않는다는 것을 보이면 된다. 


공간에서 직선과 평면은 만나는 경우와 만나지 않는 경우가 있 
다. 직선 Z 과 평면 a 가 만나는 경우，직선 I 은 평면 a 에 포함 
되거나 한 점에서만 만나게 된다. 한편 직선 Z 과 평면 a 가 만나 
지 않는 경우，직선 Z 과 평면 a 는 평행 하다고 말하며，이것을 
기호로 ᅵ / a 와 같이 나타낸다. 



(2) 모서리 AB 와 한 점에서 만나는 면 F 

(3) 면 BFGC 와 평행한 모서리 

(4) 면 ABFE 와 한 점에서 만나는 모서리 

풀이 (1) DABCD, DABFE 

(2) aAEHD, [BFGC 

(3) 모서리 AD, AE，DH, EG 

(4) 모서리 AD, BC, FG，EH 


예제 


_ 69 . 오른쪽 그림과 같이 평 

행한 두 평면 a, 戶가 평면 7와 
만날 때 생기는 두 교선을 I， m 
이라고 하자. 이때 Z//m 임을 증 
명 하여라. 



풀이 두 평면 «，"는 평행하므 

로 만나지 않는다. 이때 I 은 a 위에 있고， m 은 P 위에 있으므 
로 두 직선 Z， m 도 만나지 않는다. 

그런데 두 직선 I , m 은 모두 한 평면 7 위에 있으므로 I " m 
이다. □ 


예제 


_ 70 . 평면 a 위에 있지 않은 한 점 모를 지나고，평면 a 

에 평행한 두 직선 I , m 에 의하여 결정되는 평면 는 평면 a 
와 평행함을 증명하여라. 


풀이 오른쪽 그림과 같이 두 평면 a, 
戶가 평행하지 않고 교선 n 을 공유한 
다고 가정하자. 

이때 교선 n 은 평면 a 에 



I // a, m // a 

이므로 직선 n 은 두 직선 Z，m 과 만나지 않는다. 
그런데 세 직선 I , m , n 은 모두 평면 "에 포함되므로 


I // n, m // n 

이다. 따라서 I // m 이다. 이것은 두 직선 I , m 이 점 모에서 만 
난다는 사실에 모순이다. 따라서 a // 이다. □ 
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예제 


71. 평면 Q： 와 한 점 0에서 만나는 직선 H 있다. 이때 
직선 Z 이 점 0에서 만나는 평면 a 위의 서로 다른 두 직선과 
수직이면 Z 丄 a 임을 증명하여라. 

I 

풀이 오른쪽 그림과 같이 평면 a 위 
에 11元瓦 ，/丄ᄒ百인 두 점 A, B 를 
잡고，점 0를 지나는 평면 (x 위의 임 
의의 직선을 m , 직선 m 이 직선 AB 
와 만나는 점을 C 라고 하자. 

직선 I 위에 百 7 石인 두 점 P，P' 을 잠으면 OA，0B 는 

트트 7 의 수직이등분선이므로 

AP= AP 7 , 豆百=豆可 

AP= AP 7 , 豆百= 豆 F，M 는 공통이므로 



또 이면각의 변 Z 위의 한 점 0를 지나 
고 /에 수직인 반직선 OA，0B 를 반평 
면 에 위에 각각 그을 때， ZAOB 의 i 
크기는 점 0의 위치에 관계없이 일정하 
다. 이 일정한 각의 크기를 이면각의 크 
기라고 부른다. 두 평면이 만나면 네 개의 이면각이 생기는데， 
이 중 한 이면각의 크기를 두 평면이 이루는 각의 크기라고 부 
른다. 



특히 두 평면 a， "가 이루는 각의 크기가 90 ᄋ 일 때，두 평면 
이 P 는 수직이라고 부르며，이것을 기호로 a 丄"로 나타낸다. 

평면 a 위에 있지 않은 한 점 P 에서 평면 a 에 내린 수선의 발 
을，이라고 할 때，점 P' 을 점 P 의 평면 a 위로의 정사영이 


AABP ^ AABP r ZPAC = zP r AC 

AP= AP 7 , ZPAC = ZP'AC ， 는 공통 이므로 

APAC e AP，AC ... PC = VC 

百 7 ᄒ이고 百 7 ᄒ이므로 VP r ± OC , 즉 / 丄 m 이다. 

따라서 I 은 점 0 를 지나 는 a 위의 임의의 직선과 수직 이므로 
Z 丄 a 이다. □ 


삼수선의 정리 

평면 a 위에 있지 않은 점 P，a 위의 점 0를 지나지 않는 
a 위의 직선 Z， 직선 Z 위의 점 묘에 대하여 다음이 성립한다. 

① ■丄«，ᄒ1丄 Z 이면 PU±l 

② ■丄어，떠丄 z 이면 m±i 

③ 豆1丄 z ， 51丄 z ， 百ᄒ丄51이면 Mia 

o ? © f 0 

I 




예제 


_ 72 . 오른쪽 그림의 사면체에서 세 모 
서리 OA，OB, OC 는 각각 서로 수직이 
다. 꼭짓점 A 에서 모서리 BC 에 내린 수 
선의 발을 D 라 하고，꼭짓점 0에서 선분 
AD 에 내린 수선의 발을 H 라고 할 때，다음을 



증명 하여라. 


(1) OD 丄 BC (2) OH 丄(평면 ABC) 


풀이 (1) OA 丄 OB，OA 丄 OC 이므로 OA 丄(평면 OBC) 이 
다. 또 豆ᄒ는 평면 OBC 위에 있고，豆百丄豆즌이므로 삼수선 
의 정리 ②에 의하여 ᄒ百丄豆 U 이다. 


(2) 주어진 조건에 의하여 AD 丄 BC，OH 丄 AD 이고 위의 (1) 
에 의하여 ᄒ百丄豆즌이다. 따라서 삼수선의 정리 ③에 의하여 
ᄒ1丄(평면 ABC) 이다. □ 


직선 I 을 공유하는 두 반평면 a, 로 이루어진 도형을 이면각 
이라고 부른다. 이때 직선 I 을 이면각의 변，두 반평면 a, /3를 
각각 이면각의 면이라고 부른다. 



일반적으로 도형，에 속하는 각 점의 평면 (x 위로의 정사영으 
로 이루어진 도형，'을 도형，의 평면 a 위로의 정사 영이라고 
부른다. 


정사영의 길이와 넓이 

⑴ 선분 AB 의 평면 a 위로의 정사영을 선분 A'B'， 직선 
AB 와 평면 a 가 이루는 각의 크기를 6>라고 하면 

A/B’= AB cos 9 

(2) 평면 f 3 위에 있는 도형의 넓이를 S , 이 도형의 평면 a 
위로의 정사영의 넓이를 公'이라고 할 때，두 평면 a, P 
가 이루는 각의 크기를 (9 라고 하면 

S f =ScosO 


예제 


_ 73 . 오른쪽 그림의 정육면체에서 

평면 AFC 와 평면 EFGH 가 이루는 각 
의 크기를 <9라고 할 때， cos 6>의 값을 구 
하여라. 



D 


H 


풀이 밑면 EFGH 를 포함하는 평면을 a 라고 하면 삼각형 

AFC 의 평면 a 위로의 정사영은 삼각형 EFG 이다. 로 

놓 0 면 

AEFG = \ a 2 

쇼 

또 AC= Wa 이고 삼각형 AFC 는 정삼각형이므로 

AAFC = 죽-、 V 2 a ) 2 = 스후V 

4 2 

이때 AEFG = AAFC cos 산이므로 

丄 2 

, AEFG ~2 1 ^3 ^ 

COS 0 = A . = — 7= - = — j =^= — r — L 

AAFC V 궁 2 V 궁 3 

] r a 
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IQ 공간좌표 


오른쪽 그림과 같이 공간의 한 점 0 
에서 서로 직교하는 세 수직선 0 X ， 
OY , 0 Z 를 긋는다. 이때 점 0를 원 
점，세 수직선 OX , OY , 0 Z 를 각각 
rr 축， y 축， z 축이라 부르고，이들을 
통틀어 좌표축이라고 한다. 



또한 : r 축과 2/축을 포함하는 평면을 평면， 2/축과 ^축을 포함 
한 평면을 … 평면， ^축과 x 축을 포함한 평면을 ^ 평면이 라 부 
르고， 이들 세 평면을 통틀어 좌표평면이 라고 한다. 


공간에 있는 임의의 한 점 P 에 대하여 점 P 를 지나고 ^평면， 
么冗평면，: q / 평면에 평행한 평면이 a : 죽， y 죽 ，么죽과 만나는 점 
을 각각 A , B ， C 라고 하자. 이때 세 점 A , B ， C 의 x 축 ， y 
축， z 축 위에서의 좌표를 각각 a , b , c 라고 하면，점 P 에 대응 
하는 세 실수의 순서쌍 ( a , b , 시 가 정해진다. 


역으로 세 실수의 순서쌍 ( a , b ， 시가 
주어지면 공간의 한 점 P 가 정해진 
다. 따라서 공간의 한 점 P 와 세 실 
수의 순서쌍 ( a , b ， c ) 사이에는 일대 
일대응의 관계가 성립한다. 



이 실수의 순서쌍 ( a , b ， c ) 를 점 P 의 공간좌표 또는 좌표라고 
하며， a , b , c 를 차례로 점 P 의 冗 좌표，:?/조|■표， z 좌표라고 부른 
다. 점 P 의 좌표가 ( a , b ， 시 일 때，이것을 기호로 


P(a, b, c) 


와 같이 나타낸다. 또 이와 같이 임의의 점 P 의 좌표가 주어진 
공간을 좌표 공간이라고 한다. 


좌표공간에서 x 좌표，2/좌표 ， z 좌표가 모두 양수인 점들의 모임 
을 제 1 팔분 공간이라고 부른다. 다른 팔분공간의 이름은 정해 
지지 않았다. 


좌표공간에서 두 점 사이의 거리 

좌표공간에서 두 점 A ( x p y v z x ), B ( x 2 , y v z 2 ) 사이의 
거리는 

AB = ^( x 2 — x 1 ) 2 -\-( y 2 — y l ) 2 -\-( z 2 — z l ) 2 


좌표공간에서 선분의 내분점과 외분점 

좌표공간에서 두 점 A ( x v y v 자 )， B { x v y v 巧) 에 대하여 

① 선분 AB 를 m : n 으로 내분하는 점 P 의 좌표는 

I mx 2 J rnx l my 2 +^2 /i mz 2 J rnz l \ 

\ m + n ’ m+n ’ m + n / 

② 선분 AB 를 m : n 으로 외분하는 점 Q 의 좌표는 

I mx 2 — nx l my 2 — ny x mz 2 — nz x \ 

Ql ， ，) I 

\ m 一 n m—n m_n / 


예제 


75. 두 점 A ( l , 2, -3), B (-2, 5, 3) 에 대하여 선분 


AB 를 2 : 1로 내분하는 점 P 와 외분하는 점 Q 의 
하여라. 


구 


풀이 P 


2 • (- 2 ) + 1 • 1 
2 + 1 



(- 2)-1 • 1 
2-1 


2 • 5 + 1 • 2 2 • 3 + 1 • (-3) 

一 2 + 1 ’ 2 + 1 

2 • 5-1 .2 2.3-1. (-3) 

—— 2^1 ， 2^1 


이므로 구하는 두 점은 P (- l , 4, 1), Q (-5, 8, 9) 이다. 



공^■도형의 


방정식 


좌표평면에서 여러 가지 도형을 방정식으로 나타낸 것처럼 좌표 
공간에서도 여러 가지 도형을 방정식으로 나타낼 수 있다. 


평행이동한 도형의 방정식 

도형을 x 축의 방향으로 a 만큼，2/축의 방향으로 6만큼，么축 
의 방향으로 c 만큼 평행이동한 도형의 방정식은 x 를 x — a 
로 바꾸고 y 를 y — b 로 바꾸고 么 를 么 一 c 로 바꾸어 주면 된 

다. 


공간의 고정된 한 점으로부터 거리가 일정한 점들의 모임을 구 
라고 부른다. 이때 고정된 점을 구의 중심이라고 부르고 일정한 
거리를 구의 반지름이라고 부른다. 중심이 ( a , b ， 시이고 반지 
름이 r 인 구 위의 점을 ( x , y : 2 ：) 라고 하면 

(x — a ) 2 -\- (y — b ) 2 (z — c ) 2 = r 
이므로 다음과 갈은 구의 방정식을 얻는다. 


예제 


74. 두 점 A (2, 3, 5)， B (6, 5, 3) 에서 같은 거리에 있 


x 


축 위의 점 P 의 


구하여 라. 


풀이 점 모의 좌표를 ( a , 0, 0) 으로 놓으면 AP=BP 이므로 

AP 2 = BP 2 


구의 ^■정식 

중심이 C ( a , b , 시이고 반지름의 길이가 r 인 구의 방정식은 
(x — a ) 2 ~\~ (y — b ) 2 ~\~ (z — c ) 2 = r 2 


즉 (a — 2) 2 +3 2 + 5 2 =(a — 6) 2 + 5 2 + 3 2 이므로 

a 2 — 4 a + 4 + 9 + 25 = a 2 — 12 a + 36 + 25 + 9 

이다. 이것을 풀면 a = 4 이다. 따라서 점 P 의 좌표는 (4, 0, 0) 
이다. □ 


참고 구의 방정식의 일반형은 

x 2 -\-y 2 -\-z 2 -\-Ax~\-By-\- Cz + D= 0 
이다 . ( 단，고 2 + 公 2 + (7 2 -4 必〉 0) 

만약 고 2 +끄 2 + C 2 —4스>=0이면 이 방정식은 하나의 점을 나타 
내고，고 2 +끄 2 +(7 2 —4石><0이면 이 방정식을 만족시키는 점은 
존재하지 않는다. □ 
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예제 


76 . 두 점 A (2, 3, 5)， B (6, 5, 3) 을 지름의 양 끝점으 


로 하는 구의 방정식을 구하여라. 


풀이 두 점 A , B 를 지름의 양 끝점으로 하는 구의 중심을 C 
라고 하면 점 C 는 선분 AB 의 중점이므로 

C 

또 구의 반지름의 길이는 

CA = \/(4-2) 2 + (4-3) 2 + (4-5) 2 = ^6 
따라서 구하는 구의 방정식은 

(x-4) 2 + (y-4) 2 + (z~4) 2 =6 


2 + 6 3 + 5 5 + 3 


2 


2 


2 


， 즉 0(4, 4, 4) 


예제 


77 . 중심이 (5, 1, 2) 이고 저/평면에 접하는 구의 방정식 


을 구하여라. 


풀이 구하는 구의 반지름의 길이를 r 라 
고 하면 구의 방정식은 

(x — 5) 2 + ( p — l ) 2 + (z — 2) 2 = r 2 
이 구가 평면에 접하므로 이 구의 반 
지름의 길이는 2이다. 따라서 구하는 구 
의 방정식은 



U -5) 2 + ( i /-1) 2 + U -2) 2 =4 


예제 


78 . 방정식 x 2 + y 2 + z 


형을 나타내는지 구하여라. 


— 2冗 + 4있 一 6么一2 = 0은 어떤 도 


풀이 : r 2 +2/ 2 + 戶 一 2冗 + 旬/一心一 2 = 0을 변형하면 
x 2 — 2 x +1 + 7/ 2 + 4 i / + 4 + 2： 2 — + 9 = 16 

... U - l ) 2 + (2/ + 2) 2 + U -3) 2 =4 2 
따라서 주어진 방정식은 중심이 (1, -2, 3) 이고 반지름의 길 
이가 4인 구를 나타낸다. r 


이번에는 좌표공간에서 원점을 지나는 직선의 방정식을 생각해 
보자. 원점이 아닌 점 P(/, m , n) 가 주어졌다고 하자. 그리고 
I , m , n 이 모두 0이 아니라고 하자. 이때 : q/ 평면에 대하여 직 
선 OP 의 정사영은 X?/평면 위의 직선이 된다. 이 직선은 원점 
과 점 { I , m) 을 지나므로 이 직선의 방정식은 

y_ 

1 m 

의 꼴로 나타낼 수 있다. 마찬가지로 %평면과 x 《평면에 대하 

여 직선 OP 의 정사영은 각각 ^평면과 xz 평면 위의 직선이 

되는데，이들 직선의 방정식은 

y _ z z _ x 
m n 7 n l 

의 꼴로 나타낼 수 있다. 이들을 모두 연립하면 직선 OP 의 방 
정식은 


x _ y _ z 
I m n 

의 꼴로 나타낼 수 있다. 또한 도형의 평행이동의 성질에 의하 
여，직선 OP 와 평행하고 점 ( x v y v a ) 을 지나는 직선의 방정 

시으 

기 L 


x-x x y ~ y x Z-Z x 

l m n 


(단 ， Imn 국 0) 


의 꼴로 나타낼 수 있다. 


직선의 방정식 

원점이 아닌 점 P(/, m , n) 이 주어졌을 때，직선 OP 와 평 
행하고 점 ( x v y v 자)을 지나는 직선의 방정식은 


x~x x V~V\ z — z 

l m n 


(단 ， Imn 유 0) 


예제 


79 . 점 A (5, -2, 3) 을 지나 고， 직선 


x ~3 


5 — ?/ 


z 


와 평행한 직선의 방정식을 구하여라. 


풀이 주어진 직선의 방정식을 변형하면 

x~3_ 2 / — 5 _ z 
1 一 -3 

이므로 이 직선은 원점과 점 (1，一3, 2) 를 잇는 직선과 평행 

하다. 따라서 구하는 직선의 방정식은 

x — 5 _ y — i 一 2) _ z — 3 
1 ^^ 3 ^ 2 


^ X — 5 = 


y±2 

-3 


z~3 

2 


이다. 


IQ 벡터의 뜻 


크기와 방향을 함께 갖는 잉을 백터라 
고 부른다. 

오른쪽 그림과 같이 점 A 에서 점 B 
로 향하는 방향과 크기가 주어진 선분 
AB 를 벡터 AB 라고 하며，이것을 기 
호로 


B (종점) 



AB 

와 같이 나타낸다. 이때 점 A 를 벡터 i 의 시점，점 묘를 

i 의 종점이라고 한다. 또 벡터를 한 문자로 나타낼 때에는 
다음과 같이 나타낸다. 


a, b, c, … 

또한 선분 AB 의 길이를 벡터 i 의 
크기라고 부르며，이것을 기호로 다음과 
같이 나타낸다. 

IABI 또는 |지 


R 



특히 크기가 1인 벡터를 단위백 터라고 부른다. 


한편 한 점은 시점과 종점이 일치하는 벡터로 생각하여 이를 영 

백터라고 부르고 기호로 표와 같이 나타낸다. 영벡터는 크기가 0 
이며 방향은 생각하지 않기로 한다. 


벡터는 평면 또는 공간 어디에서든 생각할 수 있으나，이것을 
구별할 필요가 있을 때에는 평면에서의 벡터를 평면백 터라 부르 
고，공간에서의 벡터를 공간백 터라고 부른다. 

두 벡터 2, 유의 크기와 방향이 각각 같을 때，두 벡터 2, 융는 
서로 같다고 하며，이것을 기호로 a = b 로 나타낸다. 
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오른쪽 그림에서 AB 를 평행이동하면 


CD 와 포개어지므로 두 벡터는 시점의 
위치는 다르지만 그 크기와 방향이 각 


각 갈다. 따라서 AB=CD 이다. 




벡터 a 에 대하여 크기는 같고，방향이 
반대인 벡터를 기호로 


A 


두 벡터 a , 。가 주어질 때， a = AB , 


뉴 BC 가 되도록 세 점 A , B ， C 를 

잡는다. 이때 1^로 나타내어지는 벡 

터 c 를 두 벡터 a , 공의 합이라고 부 
르며，이것을 기호로 다음과 같이 나타낸다. 


B 


C 


D 





B 



C 


a+ b = c 즉 AB + BC = AC 

또 벡터의 합은 평행사변형을 이용 
하여 나타낼 수 있다. 오른쪽 그림과 

같이 a = AB ， b = AD 가 되도록 세 
점 A , B ， D 를 잡고， [1 ABCD 가 A 

평행사변형이 되도록 점 C 를 잡으 
면 BC = AD =。 이므로 AC = AB + BC = a + 6이다. 즉 다음이 
성립 한다. 



7 B 


AB + AD = AC 


백터의 덧셈에 대한 연산법칙 

임의의 세 벡터 a , b , c 에 대하여 

① 교환법 칙 : a + b = b ~\~ a 

② 결합법칙 : ( a + b)-\~c = a + (6 + c ) 


백터의 덧셈에 대한 항등원과 역원 

—> — > — > —> 

a + 0= 0+ a = a 
—> —> —> —> —> 

a + (— a ) — (一 a ) + a — 0 


두 벡터 a , 6에 대하여 벡터 a 와 벡터 一6 의 합 a + (— 6) 를 
기호로 

a ~b 


와 같이 나타내고，이것을 벡터 그에서 벡터 공를 뺀 차라고 부 
른다. 즉 a — 6= a + (― 6 ) 이다. 


예제 


_ 81 . 오른쪽 그림과 같이 평행사 

변형 ABCD 의 대각선의 교점을 0라 

하고 OA = a，OB =6라고 할 때， 




AB 와 BC 를 a , b 로 나타내어라. 


A D 



■+ - > 




풀이 AB = AO + OB =— OA + OB = — a + b , 


BC = BO + OC =- OB - CO =- OB-OA 
= — b — a =— a — b . 


백터의 실수배 

(1) a 여 0 일 때， ka 는 

① 사〉0이면 방향은 도와 같고，크기는 세 = |인 벡터이 

다. 

② 차<0이면 방향은 도와 반대이고，크기는 |이 | = |인 벡 
터이다. 

③ 사 = 0이면 영벡터 石이다. 

(2) a =0 일 때，임의의 실수 사에 대하여 A : a ==0 이다. 


참고 위의 정의에 의하여 다음을 알 수 있다. 

— > — > — > — > —> —> —> ―> 
la = a , (— l ) a =— a , 0 a = 0, k 0= 0 


예제 


80 . 오른쪽 그림의 직육면체에서 


AB = a , AD = b , AE = c 


라고 할 때，와 고^를 a , b , 그로 나 
타내어 라. 

풀이 AC = a + b , AG = a + 6+ c . 



임의의 벡터 a 에 대하여 a = AB 라고 하면 


a + 0= AB + BB = AB = a 


이다. 또 一도=ᄑ이므로 

a + (― a ) = AB + B A = AA = 0 
이다. 따라서 다음이 성립함을 알 수 있다. 


백터의 실수배에 대한 연산법칙 

실수 k , Z 과 벡터 a , 6에 대하여 

① 결합법칙 : k ( la ) ={ kl)a 

② 분배법칙 : (、k + l ) a = ka + la , k ( a + b ) = ka + kb 


영벡터가 아닌 두 벡터 a , 6의 방향이 같거나 반대일 때， a 와 
공는 서로 평행하다고 말하며，이것을 기호로 



a // b 


와 같이 나타낸다. 다음은 두 벡터 a , $가 평행한 경우이다. 
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벡터의 평행 

영벡터가 아닌 두 벡터 CL, 간에 대하여 

a // b <=^> b= ka (公는 0 이 아닌 실수) 


참고 임의의 벡터 a 에 대하여 a 丄급인 동시에 a // 石이다. 


참고 서로 다른 세 점 A , B，C 에 대하여 
를 만족시키는 0이 아닌 실수 k 

가 존재하면，이므로 세 점 A ， 

B ， C 는 한 직선 위에 있다. 

역으로 세 점 A , B ， C 가 한 직선 위에 있으면 를 

만족시키는 0이 아닌 실수 사가 존재한다. 



예제 


82. 평면 위의 서로 다른 네 점 0, A , B，C 에 대하여 


0 A = a, OB = b, 0 C = 4 a —3 公 

일 때，세 점 A , B , C 는 한 직선 위에 있음을 증명하여라. 

풀이 ① AB = 0 B — 0 A = b— a 

② AC^OC'-OA 

—> —> 

= (4 a —36) — a 

= 3a—3b=—3{b— a) 

따라서 ①，②에서 ^:시^이다. 즉 세 점 A , B ， C 는 한 
직선 위에 있다. □ 



田 벡터의 내적 

평면 또는 공간에서 한 점 0를 고정시키면 임의의 벡터 ᄌ에 

대하여 0?인 점 P 의 위치가 오직 하나로 정해진다. 역으 

로 임의의 점 P 에 대하여 ᄌ인 벡터 f 가 오직 하나로 

정 해진다. 

즉 시점을 한 점 0로 고정하면 벡터 i 와 평면 또는 공간 
위의 한 점 P 는 일대일로 대응한다. 

이와 같이 한 점 0 를 시점으로 하는 벡터 i 를 점 0 에 대 
한 점 P 의 위치백터라고 부른다. 일반적으로 위치벡터의 시점 
0 는 좌표평면 또는 좌표공간의 원점으로 잡는다. 

벡터 元^를 점 A 와 점 묘 의 위치 
벡터로 나타내어 보자. 오른쪽 그림 
과 같이 두 점 A ，묘 에 대하여 

AB= 0B-~0A 


B 



이므로 점 A ， 묘의 위치벡터를 각각 a , 급라고 하면 다음이 성 
립^■다. 


예제 


— > — > 


83 . 두 점 A ， 묘의 위치벡터를 각각 a, 6라고 할 때，선 
분 AB 를 m : n(m > 0, n 〉0) 으로 내분하는 점 P 의 위치 


벡터 


V 


p z 


— > — > 
mb+na 

m + n 


임을 증명하여라. 


풀이 AP : BP = m : 기이므로 
m 


AP 


—> 


m + n 
- > 


AB 


① 


0 A = a, OB = b, 0 P = p 이드 ^ 


AP=OP — 0 A = p—a 




AB = OB — 0 A = b— a 
②，(3>을 ①에 대입하면 

— — m 


p — a : 


m + n 


- 7 

a) 


② 

③ 



B 


p - 


mb+na 

m+n 


예제 


84. 세 점 A , B , C 의 위치벡터를 각각 a , b , 고라고 할 


때 ， AABC 의 무게중심 G 의 위치벡터 우는 다음과 같음을 증 
명 하여라. 



a+ b+ c 


3 


풀이 오른쪽 그림과 같이 선분 BC 의 
중점을 M 이라고 하면 점 M 의 위치벡 
터 m 은 

一놋 — > 

— " 公+ c 

m= T 

또 AABC 의 무게중심 G 는 중선 AM 
을 2 : 1로 내분하는 점이므로 


A 




2m~\- a 
2 + 1 


2X 


公 +c , — 

—F +a 

1 




a+ b+ c 
一 3 一^ 


좌표평면 위의 두 점 Eid , 0)， E 2 (0, 1) 의 위치벡터를 각 
각 단위벡터 로 나타낸다. 

임의의 벡터 a 에 대하여 a — 0 A 가 되는 점 A ( a l5 a 2 ) 에서 
冗축，"축에 내린 수선의 발은 각각 0)， A 2 (0, a 2 ) 

이다. 



그런데 

-누 -> -> -는 

0 A x — a 1 e 1 , 0A 2 — a 2 e 2 

0 A = 0 A x + 0 A 2 
이므로 다음과 같이 나타낼 수 있다. 


AB = b—a 


■» 


(2 — Ci ^ 6^ H - 幻/2ᄅ2 
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이때 실수 ( h , « 2 를 벡터 a 의 성분이라고 부르며，이을 冗성 
분，切를 2/성분이라고 한다. 

또 벡터 a 는 성분을 이용하여 다음과 같이 나타낸다. 

—> 

a = (a v a 2 ) 

두 벡터 a= { a v a 2 ), 6= ( b v 6 2 ) 가 서로 같을 조건을 성분 
으로 나타내면 다음과 갈다. 




今 


, «2 = b 2 


평면백터의 크기 



a= { a v a 2 ) 일 때， 

a 

= 、J a 、 2 七 a 2 2 


벡터의 크기는 절댓값 또는 노름 (norm) 이라고 부르기도 한다. 
EB1 85. 좌표평면에서 7 X , 7 2 , 표를 성분으로 나타내면 

e x = (1, 0), e 2 = (0, l), 0=(0, 0) 

이다. 또한 (2=2^ + 302 를 성분으로 나타내면 

a = (2, 3) 

이다. 이때 이 벡터들의 크기를 구하면 

= 1，| 0 | = 0, | a = ^/ l 3 


e 


1 


e . 


이다. 


예제 


—> 


86. a= (2, —1)， 6=(—1, 3)， c= (4, 3) 일 때， 
c= ka+lb 를 만족시키는 실수 k, Z 의 값을 구하여라. 

풀이 c= A:a+Z& 를 성분으로 나타내면 

(4， 3) — ^(2, 一 1)+/ (—1， 3) = (2 사，一 fc ) + (— /， 31 ) 
— {2k~ /, 一 k + 3l) 

벡터가 서로 갈을 조건에 의하여 

2k ~ 1=4, — k~\~3l = 3 

이므로 두 식을 연립하여 풀면 = Z = 2 이다. 

평면백터의 성분과 크기 

두 점 A(a v a 2 ), B (b v 〜) 에 대하여 


① AB = ( b x — a v b 2 — a 2 ) 

② | AB | =、/(아 — 幻나) 2 + (6 2 — 幻匕乂 


평면백터의 성분에 

의한 연산 

—> 

(2 — (Q，i， 

-今 

a 2 )， b = 

z (간1， 

6 2 )일 때， 

―> 수 

① a+ b — (a x 

+ 公1， 

+ 公2 ) 

② a ~ 

b — (a x 

_ 아， 

a 2 — 6 2 ) 

③ ka 

— ( ka v 

ka 2 ) 

(단， k 는 실수) 


87. 두 점 A(2, 1), B(l, 0) 에 대하여 


AB=OB-OA=(l, 0)-(2, 1) = (-1, -1) 
IAB |= 7(-1) 2 + (-1) 2 = 72 

좌표공간에서 세 점 

Eid, 0, 0) ， E 2 (0, 1, 0) ， E 3 (0, 0, 1) 

의 위치벡터를 각각 단위벡터 7,, 7 2 , 石으로 나타낸다. 


e 3 (o, 0, 1) 

o E 2 (0, 1 ， 0) 





e 2 

Ei(l, 0, 0) 


y 


임의의 벡터 a 에 대하여 a=OA 가 되는 점 A ( a v a 2 , a 3 ) 에서 
冗축， y 축 ，^축에 내린 수선의 발은 각각 

\( a v 0, 0), A 2 (0, a 2 , 0)， A 3 (0, 0, a 3 ) 

이다. 그런데 


OA^ a 1 e 1 , OA 2 = a 2 e 2 , OA 3 = a 3 e 3 


이고 


0 A= 0 A^+ OA 2 + 0 A 3 
이므로 다음과 같이 나타낼 수 있다. 



이때 실수 a x , a 2 , a 3 을 벡터 a 의 성분이라고 부르며，아을 x 


성분， 


a 厂 


2/성분， a 3 을 z 성분이라고 한다. 



—> 


또 벡터 a 는 성분을 이용하여 다음과 같이 나타낸다. 

—^ 

公 ，_ (幻，1，幻，2，幻， 3) 

두 벡터 a = ( a v a 2 , a 3 ), b = ( b v b v 6 3 ) 이 서로 같을 조건을 
성분으로 나타내면 다음과 갈다. 

a = b a x = b x , a 2 = b 2 , a 3 = b 3 


공간백터의 크기 


一失 1 一놋 

a = ( a v a 2 , 해) 일 때， 1 61 

— 〜/幻나 2 -( - 幻엉 2 + 幻성 2 
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참고 벡터를 나타내는 성분의 개수에 따라 차원이 달라전다. 
예를 들어 성분이 4개인 벡터 (a 15 a 2 , a 3 , a 4 ) 들을 모두 모은 

집합은 4차원 공간이 된다. 


공간백터의 성분에 의한 연산 

—^ — 

a= (a v a 2 , a 3 ) , b= (b v b v 6 3 ) 일 때， 

—多' —多' 

① a+ b— {a x -\~b v a 2 +6 2 ， a 3 +6 3 ) 

—多' 一多， 

② a— b= {a x ~b v a 2 — b v a 3 — b 3 ) 
(3) ka= (ka v ka 2 ： ka 3 ) 03 :，比는 


보기 




88. a = (— 1, 2)，6=(2，3) 일 때， 

a • b = (—1) X2 + 2X3 = 4. 
또한 a = (2, - 1, 3)， b = (3, 1, —2) 일 때， 
a • b = 2x3 + ( — 1) X 1 + 3 X ( — 2) 


두 백터가 이루는 각의 크기 

영벡터가 아닌 두 벡터 a , 융가 이루는 각의 크기를 6>라고 
할 때， 


cos 9 = 


a • 




참고 n 차원 벡터 

—多， ―^ 

(2 —— (<고1， (丄2, (오3, •••， 신^)， b —— (公1， 公2， 公3， •••， 公72 ) 

과 실수 차에 대하여 

(2+6=(^-^ 사， a 2 + b 2： a 3 + b 3 ， …，〜 + &”)， 

a 2 + b 2 , a 3 + b 3 , • + 

— 

ka = ( ka v ka 2 ： ka 3 , • ••, ka n ) 


이다. 



공간백터의 성분과 크기 

두 점 A ( a v a 2 , a 3 ), B ( b v b 2 , 6 3 ) 에 대하여 
- > 

① AB = — a v 公 2 —a 2 , b 3 ~ a 3 ) 

② AB = \J (6 1 —— ) 2 + (6 2 — tt 2 ) 2 ^3 — a 3) 2 


평면 또는 공간에서 영벡터가 아닌 두 벡터 a, 6에 대하여 
a = OA , b = 0B 일 때，, A0B =分(0< 分 <7 r) 를두 벡터 a , 
중가 이루는 각이라고 부른다. 


B 



영벡터가 아닌 두 벡터 a , 가 이루는 각의 크기가 <9일 때， 

—失 一多， 

I a 1161 cos 6 

를 a 와 6의 내적이라고 부르며，기호로 a • 6로 나타낸다. 즉 

—> —> — ^ 

a • b =\ a\\b \ cos 6 

이다. 단， a = 0 또는 6 = 0 일 때는 a • b = 0으로 정한다. 


백터으 

1 내적과 성분 




① a = 

= ( a v 

a 2 )， b = 

(아 

M 일 

때， 




— > 

a 

. b = a x b 

1 + 公 2 公 2 

② a = 

= ( a v 

幻 1 2 , 幻ᅬ , 

— > 

b = 

( b v b v 

M 일 때， 



a 

. b = + 

a 2 公 2 + 幻 1 3 公 3 


예제 


_ 89. 두 벡터 a = (2, 1), 6=(1, 3) 이 이루우 
구하여라. 


각의 크기 


풀이 \ a \ = a /2 2 + 1 2 = v 성' 

\ b \= a / i 2 +3 2 = , 

a • 6=2 xl + lx 3 = 5. 

두 벡터 a, 6 가 이루는 각의 크기를 0 
라고 하면 

a » j _ 5 1 

1:11 공 r VhVio~ V2 



cos 6 


7 T 


그런데 0 드 6> 드 7 T 이므로 9 = I 이다. 


백터의 내적과 수직，평행 조건 

영벡터가 아닌 두 벡터 CL, &에 대하여 

① 수직 조건 : a 丄 6 <=^> a • 公= 0 

② 평행 조건 ' d // b <=국 a • b =± \ a \\ b \ 


내적은 실수의 곱셈과 비슷한 성질을 가지고 있다. 


내적의 연산법칙 

① 교환법칙 : a • b = b • a 

② 결합법칙 : ( ka ) • b = a • ( kb ) = k(a • b ) 

(단 ，노는 실수) 

③ 분배법칙 : a • (&+ c ) = a • b ~\~ a • c 

— > —> —> — 

(a+ b ) • c — a • c+ b • c 


예제 


90. a 

명 하여라. 


a = a 


I 2 임을 이용하여 다음 등식이 성립함을 증 


—> 


I a ~\~ b h 


—> —> 


a 


+ 2a • b+\bf 


— > 


— > 


— > —> 


#0| | a + b \ 2 = ( a + b ) • ( a + b ) = ( a + b ) • a + ( a + b ) 

— > — > — > — > 

= a • a + b • a + a • b + b • b 


a • a +2 a • b~\~b • b 

|aP + 2a - 6+|6| 2 
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예제 


91. \a\ = l, \b\ = 2, |a+i| = 3 일 때，다음 값을 구하여라. 



(2) 1 2d — b | 


풀이 ⑴ | a + b\ 2 = ( a + b) • ( a + 6) = | a | 2 + 2 a • b+ 1 b ᅵ 2 이므로 
3 2 = l 2 + 2a • 公 +2 2 ， 2a • b = 4, a • b = 2. 

(2) 12a— b | 2 = (2 a — b ) • (2a— b) =4 \a 1 2 —4a • 6+161 2 

= 4 xl 2 -4 x 2 + 2 2 =0, |2 a —[ 


IQ 벡터를 이용한 도형의 방정식 


좌표공간에서 점 A ( x v y v q) 을 지나고，영벡터가 아닌 벡터 
u = (/, m , n) 에 평행한 직선 요의 방정식을 구하여 보자. 

오른쪽 그림과 같이 직선 g 
의 임의의 점을 P(x, y , z 

고 하면 XP// 고이므로 
AP = tu 

인 실수 ᄒ가 존재한다. 

이때 두 점 A, P 의 위치벡터를 각각 a, p 라고 하면 

AP = p—a 

이므로 다음이 성립한다. 

p— a= tu, 즉 p= a+tu (t 는 실수) . ① 

역으로 ①을 만족시키는 벡터 三를 위치벡터로 하는 점 모는 직 

선 9 위에 있다. 따라서 ①은 점 A 를 지나고 벡터 :에 평행한 
직선 요를 나타낸다. 이때 ©을 직선 요의 백터방정식이라고 부르 

며，벡터 u 를 직선 요의 방향백터라고 부른다. 



한 점을 지나고 주어진 백터에 평행한 직선의 방정식 

점 A(x v y v 자 ) 을 지나고，벡터 u= (/, m, n) 에 평행한 
직선의 방정식은 


x~x x _ y~y x _ z~z x 
l m n 


( 단 ， Imn 국 0) 


예제 


92. 두 점 A(l, 3, 2)，B(5, 2, -3) 을 지나는 직선의 
방정식을 구하여라. 


풀이 


x—\_ y_3 


-1 2-3 -3-2 


2 이므로 X ~ 1 


y_3 _ z~2 


4 


1 


-5 


예제 


93. 다음 두 직선이 이루는 각의 크기 <9를 구하여라. 


X + 1 =y-2 = z, x-l = ^=^-z 


2 


2 


풀이 주어진 두 직선의 방향벡터를 각각 u x , &라고 하면 

U x = (2, 1, 1)，ᆻ2=(1，2, -1) 

이므로 두 직선이 이루는 각의 크기 <9에 대하여 
- > - > 

n 卜게 |2X1 + 1X2 + 1X(-1)| 1 

cos 0 = — > — > = —, =__, = — 

\u x \\u 2 \ ^2 2 + 1 2 + 1 2 \/l 2 +2 2 + (-l) 2 2 

따라서 = f 이다. 


두 직선의 평행과 수직 

두 직선 g x , 分 2 의 방향벡터가 각각 u x = ( l v m v nj, 
- > 

u 2 = (/ 2 , m v n 2 ) 일 때， 

① 두 직선 g x , …가 평행하면 

- > - > - > - > 

u x // u 2 <=^> u x = ku 2 (단，公 여 0) 

<=^> l x : m 1 : n 1 = / 2 : m 2 : n 2 

② 두 직선 g v …가 수직이면 

- > - > -> - > 

Kq iu 2 <=^> u x . u 2 = 0〈=> l x l 2 +771^2 +71^2 = 0 


예제 


94. 다음 


두 직선이 수직일 때，상수 사의 값을 구하여라. 


X — 3_ y—l_ x + 3_ y-\~3 _ 2 — z 
2 k Z， k k~\~2 5 


풀이 주어진 두 직선의 방향벡터를 각각 u ” &라고 하면 
u x = (2, 公，1)， u 2 = (k, k~\~2, —5) 

주어진 두 직선이 수직이므로 ^ 이다. 따라서 

2 X 公 X (AH~2 )+lX (—5) — 0 
이고 이것을 풀면 k =— 5 또는 차=1 이다. 


서로 다른 두 점 A{x v y v z x ), B ( x 2 , y v 巧)을 지나는 직선 
의 방향벡터는 (冗 2 —〜， y 2 - y v 《2 —자) 이고，이 직선은 묘를 
지나므로 다음과 갈은 직선의 방정식을 얻는다. 


두 점을 지나는 직선의 방정식 

서로 다른 두 점 A{x v y v z x ), B (x 2 , y 2： 巧)를 지나는 
직선의 방정식은 

x-x x y~y x Z-Z x 

x 2 ~x x y 2 ~Vi z 2~ z i 

국 x 2 , y x 수 y 2 , z^_ 국 z 2 ) 



이 성립한다. 

역으로 ①을 만족시키는 벡터 f 를 위치벡터로 하는 점 P 는 평 

면 a 위에 있다. 따라서 ( D 은 점 A 를 지나고 벡터 =에 수직인 
평면 a 를 나타낸다. 
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이때 ①을 평면 a 의 백 터방정식이라고 부르며，벡터 n 을 평면 
«의 법선백 터라고 부른다. 


평면의 방정식 

점 A(x v y v 자)을 지나고，벡터 n= (a, b, 시에 수직인 
평면의 방정식은 

a{x — x x ) -\~b{y — 1 ^) ~\~ c{z — z x ) = 0 


참고 일반적으로 평면의 방정식은 다음과 같이 冗，… ^에 대 
한 일차방정 식 ax + by -\- cz + d = 0 으로 나타낼 수 있다. 


예제 


95. 점 (1, -2, 3) 을 지나고，벡터 n=(-l, 1, 2) 에 


수직인 평면의 방정식을 구하여라. 


풀이 법선벡터가 n=(-l, 1, 2) 이므로 구하는 평면의 방정식 
으 


-U-l)+(2/ + 2)+2U-3) =0 
즉 : r — 있一2么 + 3 = 0이다. 


예제 


96. 점 A(3, 1, 


一 1) 을 지나고，직선 


x — 4 


y-i 

2 


z~\~2 

3 


에 수직인 평면의 방정식을 구하여라. 


풀이 구하는평면은직선 


에 수직이므로 직선의 방향벡터 고= (1，2, 3) 에 수직이다. 즉 

벡터 u 는 평면의 법선벡터이다. 따라서 점 A(3, 1, 一 1) 을 지 
나고，법선벡터가 (1, 2, 3) 인 평면의 방정식은 

(또 一 3)+2(2/ -1)+3(公 + 1) = 0 

즉 : T + 22/ + 뇨 一2 = 0 이다. □ 


예제 


_ 97. 세 점 A(l, 1, 2), B(-l, 1, 3), C(2, 0, 1) 을 

지나는 평면의 방정식을 구하여라. 


풀이 구하는 평면의 방정식을 


ax -\- by -\- cz-\-d = 0 . ① 

으로 놓으면 이 평면은 세 점 A, B, C 를 지나므로 

(a J rb J r2c J rd = 0 
j 一 a + 6 + 3c + <i = 0 
l2a + c + (i = 0 

위의 세 식을 연립하여 b, c, d 를 a 로 나타내면 


b ——a, c = 2a, d=— 4 此 . ② 

②를 ①에 대입하면 

ax — ay + 2az — 4a = 0 . © 


그런데 a = 0 이면 b, c, 넜가 모두 0 이 되므로 a 국 0이다. 

따라서 ③의 양변을 a 로 나누어 정리하면 구하는 평면의 방정식 
은; r — 있 + 2 그一 4 = 0 이다. = 


예제 


98. 평면 2x + 3y — z 직선 


x — \_ y_\_2 


의 교점의 


3 

구하여라. 


1 


z 


풀이 


x~l_ y-\_2 


z 


3 


t 로 놓으면 


-1 4 

x = 3t-\~l, y =_t—2, z = 4t. 


①을 평면의 방정식에 대입하면 

2 (3t +1 ) +3( — t — 2) — At — 5. 

이고 이것을 풀면 t = l 이다. 이것을 ①에 대입하면 

x = 4：, y =— 3, z = 4：. 

따라서 구하는 교점의 좌표는 (4 ， 一 3, 4) 이다. 


① 


예제 


99. 다음 두 평면이 이루는 각의 크기 <9 를 구하여라. 
2x — y — 2z =— 1, x-\-y — 4：z =— 3 


풀이 주어진 두 평면의 법선벡터를 각각 n x , n 2 라고 하면 
n x = (2, -1, -2) ， n 2 = (l, 1, -4) 

이므로 두 평면이 이루는 각의 크기 <9 에 대하여 


cos 9 


12 X1 + (- 1 ) X1 + (- 2) X (-4) | 


7 7 

\n x . n 2 | 

I | | n 2 I 、、卜균 十 (— l) 2 十 (― 2) 2 a / i 2 +1 2 + (—4)^ 


犯 


7T 


이므로 산 = 1이다. 


두 평면의 평행과 수직 

두 평면 Q：， "의 법선벡터가 각각 





일 때 다음이 성립한다. 


(1) 두 평면 «， " 가 평행하면 
- > - > 

n 1 // n 2 <—> 


kn 2 {k ^ 0) 

a x : b x : c x = a 2 : 公 2 : c 2 


(2) 두 평면 a, 戶가 수직이면 
- > - > - > - > 

丄 n 2 <—> . n 2 = 0 


a x a 2 + b x b 2 + qc 2 = 0 


예제 


100 . 다음 두 평면이 수직일 때，상수 a 의 값을 구하여라. 
(a — 2 )x — 2 y-\-z = 3, 2 x — { a + l)y + 2 z = \ 


풀이 주어진 두 평면의 법선벡터를 각각 n x , n 2 라고 하면 
nf (a — 2, —2, 1 )， u 2 = (2, — a— 1, 2) 

주어진 두 평면이 수직이므로 n x • n 2 =0 이다. 따라서 
(a 一 2) X 2 + ( — 2) X ( — a 一 l)+lX2 — 0 
이고 이것을 풀면 a = 0 이다. 
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점과 평면 사이의 거리 

점 A(x 0 , 2/ 0 , 해 ) 과 평면 ax -\- by-\-cz-\-d = 0 사이의 거리는 

I ax 0 + by 0 + cz 0 + d I 
\/a 2j rb 2j rc 2 


증명 점 A 에서 평면 o: 에 내린 수선의 발을 H(x v y v A) 이 


라고 하면 점 A 와 평면 a 사이의 거리는 벡터 AH 의 크기와 
갈다. 



이때 AH 는 평면 a 의 법선벡터 


n = [a 


，心，시와 평행하므로 


AH=fn 을 만족시키는 실수 송가 존재한다. 즉 

( 세 0 ， y 1 - y 0 , z x ~z^) =t{a : b, c) 

이므로 

x 1 = x 0 +at, y 1 = y Q -\-bt, = z 0 ~\~ ct 

이다. 그런데 점 묘는 평면 (x 위의 점이므로 

ax x + by 1 + cz x -\~d = 0 

이다. 여기에 (*) 을 대입하면 

a(x 0 +at) +6( 公 o -N 兒 ) +c(^ 0 -\~ct) -\~d = 0 

이므로 

ax 0 + by 0 + cz 0 + d 


w 


t= 一 


a 


2 + 낫 +C 2 


이다. 따라서 다음을 얻는다. 


AH|= \tn 


ax 0 + by 0 + cz 0 + d 


〜/ a 2 + 간 2 + 


■ 


c 


예제 


101. 점 (2, 3, 0) 과 평면 x + 2y~2z + l =0 사이의 거 
리를 구하여라. 


한편 원점에서 평면 a 에 내린 수선의 길이는 


、/2 2 + 2 2 + 1 2 

이므로 구하는 도형은 반지름의 길이가 4인 원을 밑면으로 하고 
높이가 2인 원뿔이다. 이 도형의 부피는 


B 린 ^소평면 


7차 교육과정부터 복소평면은 정규교육과정에서 제외되었다. 


복소수는 실수부와 허수부를 
갖고 있는데，실수부를 x 좌표， 
허수부를 2/좌표로 생각하여 좌 
표평면의 점으로 나타낼 수 있 
다. 즉 실수 a, 6에 대하여 복 
소수 

z = a_H)i 를 점 (a, b) 로 나타 
내는 평면을 복소평면이라고 
부른다. 


yi ♦ 


• 1 +/ 



a + 公/ 



복소평면의 가로축을 실수축，세로축을 허수축이라고 부른다. 실 
수죽의 이름은 ^로 나타내고 허수죽의 이름은 yi 로 나타낸다. 


예제 


103. 다음 복소수가 복소평면에 나타내는 점의 


구 


하여라. 


⑴ 1+i 

(2) 1- 

- \pl 

풀이 (1) (1， 1) 

(2) (- 

-\/2, 1) 


복소수 z = a + 가 복소평면의 원점으로부터 떨어진 거리를 z 
의 절댓값이라고 부르고 I시로 나타낸다. 즉 

Ul = 、/ a 2 + 公 2 . 


풀이 


1X2+2X3-2XQ+1 

a/i 2 +2 2 + (-2) 2 


예제 


104. 복소평면에서 U + 1 — 이 = 3이 나타내는 도형이 어 


떤 도형인지 설명하여라. 


예제 


1 02. 구 : r 2 + (^/ —5) 2 + (么一5) 2 = 25가 평면 


a : 2x-\-2y-\~z — 6 = 0 

과 만나서 생기는 교선 위의 임의의 점과 원점을 연결한 직선으 
로 둘러싸인 도형의 내부의 부피를 구하여라. 


풀이 교선은 원이다. 구의 중심 C(0, 5, 5) 에서 평면 

a : 2 x -\-2 y-\~z — 6 = 0 

에 내린 수선의 발을 H 라고 하면 

12 • 0 + 2 • 5 + 1 • 5-6| _ 0 
L/ Jrl — / = — o 

\/ 2 2 + 2 2 + 1 2 

이다. 구와 평면 a 가 만나서 생기는 원 위의 반지름의 길이를 

AH= r 

라고 하면 

r 2 = CA 2 -CH 2 =25-9 = 16 
o j 1 그 무 /厂 = 4 이 다^ 


풀이 〜=一1+7라고 하면 W 는 복소평면에서 점 (一1， 1) 을 
나타낸다. 이때 U — 仏| = 3은 〜가 나타내는 점과 Z 가 나타내는 
점의 거리가 3인 ^들을 모아놓은 도형이다. 그런데 w 는 복소평 
면에서 점 (一1， 1) 이므로 U-〜l = 3 은 중심이 (一1， 1) 이고 
반지름이 3인 원이다. □ 


복소수 2 : = a + biy \ 나타내는 점 P 에 대하여 0 P 를 동경으로 
하고 실수축의 양의 방향을 시초선으로 하는 각을 ^의 편각이라 
고 부른다. 
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예제 


_ 105. 다음 복소수의 편각을 구하여라. 

(1) - l+i (2)-1- 


풀이 (1) 점 P (—1， 1) 에 대하여 동경 OP 가 나타내는 각 중 
하나는 | tt 이므로，편각은 2n7T + |_7T ( n 은 정수) 이다. 


⑵ 점 P (—1， 一▲) 에 대하여 동경 OP 가 나타내는 각 중 
하나는 이므로，편각은 (n 은 정수) 이다. 

O O 


복소수의 극형식 

복소수 ^의 절댓값이 r=| 기이고 편각이 <9일 때，^의 
식은 다음과 갈다. 

z = r(cos 6 + zsin 分) 


-형 


편각은 보통 0 < 6> < 2%의 범위에 있는 것만 나타낸다. 


예제 


⑴ 


1그 


106. 다 0 

1+2 


풀이 절댓값은 I一1 


3 


극형식으로 나타내어라. 

( 2 ) - 1 - 

\/(-1) 2 + (-1) 2 = ▲ 이고 


편각은 J7T 이므로 극형 식으로 나타내면 

- 1 니 = 4+ + “+\ 


⑵ 절댓값은 I —1— 씨 ih V(-l) 2 + ( - v《) 2 = 2 이고 
편각은 이므로 극형식으로 나타내면 

O 

— 1 — 、厂요% — 2( cos 은 7T + isin^-n 


예제 


_ 107. 복소평면에서 집합 

{z \ z = 2cos 多 + 2 i sin 分，0 < 分 < 7r, 

가 나타내는 곡선의 길이를 구하여라. 

풀이 么 = 2cos 산 + 2isin 산 = 2(ms 산 _Nsin 산)는 절댓값이 2이고 
편각이 <9인 점이다. 그런데 절댓값은 복소수가 나타내는 점이 
원점으로부터 떨어진 거리를 나타낸다. 또한 문제에서 주어진 
조건에 의하여 0<6 ><tt 이므로，주어진 집합은 반지름이 2인 
반원을 나타낸다. 따라서 이 도형의 길이는 2▼이다. 


복소수의 곱의 극형식 

복소수 q 과 巧의 극형식이 

么1 ~ ^ (cos 6 X +isin 0-^) , z 2 = r 2 (cos 分丄 +isin 
일 때 곱 &巧의 극형식은 다음과 갈다. 

z x z 2 = r 1 r 2 { cos (6 1 + 0 2 ) +isin(^ 1 + ^ 2 )} 


rr. 


곱할 때에는 절댓값끼리는 곱해주고 편각끼 


리는 더해주면 된다. 


예제 


108. 두 복소수 &과 巧가 다음과 같이 주어져 있다. 


지 — — 2( cos —7r + zsin —n 

D D 


과 메 CO 〒 서 si 〒 


이때 다음 계산 결과를 극형식으로 나타내어라. 


(1) 뉘 2 


(2) (나 


⑶ 


^2 


풀 01 Q) -i^=6(cos^ + isin^ 


(2) (^ 1 ) 2 = 4|cos—7r + zsin—7r 
2 


⑶ 




^2 


COS 


12 


■7T 


3 

+ isinl 


12 


■7T 


드무아브르의 정리 

복소수 2：의 극형식이 么 = r(cos 산 + isin 산) 일 때 

z n = r n (cos n 0 -\~i sin n 0 ). 


예제 


109. z = 1 + v 성"포일 때 之 10 을 구하여라. 
풀이 U| = 2 이므로 


z = 2\ 응 H — ^-z]= 2 (cos -^7r + isin 


이다. 따라서 

z 10 = 2 10 | cos-^-7r + isin^-7r 

O O 


4 4 ' 

10241 cos—7r + zsin—7r 

O O 


1024(-1- v 세) =-1024-1024 


이다. 


예제 


_ 110. 복소평면에서 복소수 4 + 2i 가 나타내는 

중심으로 60 ° 만큼 회전시킨 점을 나타내는 복소수를 구하여라. 


풀이 4 + 2i 가 나타내는 점은 (4, 2) 이다. 그런데 



/ cos60 ° 

-sin60° \/4\_ 

-、/ 치 

} 

\sin60° 

cos60 o /\2j" 

"lys + ij 


이므로 구하는 값은 2 — 、[로 ' 1) 이다. 

다른 방법 절댓값이 1이고 편각이 60° 인 복소수를 仏라고 하 
면 

w =cos60 ° +zsin60 ° = |^-+z ^ 

이다. 4+ 2《에 仏를 곱하면 절댓값은 변하지 않고 편각은 60° 
를 더해주어야 하므로，이것은 결국 원점을 중심으로 60° 회전 
한 것이 된다. 따라서 구하는 값은 


1+4 


(4 + 2 i ) = 2 — \/3"+ i ( \^3 +1 ) 


이다. 
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예제 


7T 


7T 


111. 2 ： = cos ++ isin + 일 때 么 + 么 2 +么 3 +…+ 么 43 의 

O O 


값을 구하여라. 

풀이 ^ 의 거듭제곱을 차례로 구하면 

TT ... 71 

z = cos—+zsm — , 

o o 

2 2 2 
Z — COS —7T + ZSin—7T, 

O O 

3 3 丄 . . 3 

Z = COS —7T + ZSin—7T =— 1 


이므로 


z. 

5 


3 


,4 _ / 3 


3 


z 


J V J 


= [ Z^){z 


이다. 따라서 


Zz z -\-z 6 -\ - hz 


43 


43 


Z 

_Z, 

：! _ 

2 

/ = 

■1 , 

)=_ 

- 사 : 


3 丄 

z 4 

- Z +•• 

1 

7T 

: 2 - 

= C0S 3 


' + Z 


42 \ i 43 


Z. 


7 T 


이다. 


복소수의 제곱근 

복소수 1 (； 의 극형식이 1 (； = r(cos 산 + isin 산) 이고 r〉0 일 때 
방정식 z n = w 의 해는 


z 



Q + 2 hm 


cos 


n 


+ isin 


Q \~2 hm 


n 


이다. 


(k = 0, 1 ， 2, 3 ， … ， n— 1) 


예제 


112. 복소수 범위에서 


么 1() = 1의 해를 모두 구하여라. 


풀이 2 ： = r(cos 산 + isin 산) 라고 하면 


z 10 = r 10 (coslO 分 + isinlO 分 ) 


이다. 그런데 1 = 1 (cosO + isinO) 이므로 r 10 = l 이다. 이것을 
만족시키는 양수 r 는 1 뿐이므로 r=l 이다. 즉 


z 10 = l 10 (coslO 分 + isinlO 分 ) = cos 10^ + isinlO 分 
이다. 한편 ^^ = 1의 편각은 0이므로 ^의 편각은 


^ = 0 + 27T X (k = 0, 1 ， 2 ， … ， 9) 

이다. 따라서 구하는 해는 

2 ： = cos-^r- + zsin-^r- (k = 0, 1 ， 2, •••， 9) 
5 5 

이다. 


예제 


113. 복소수 범위에서의 해를 모두 구하여라. 


7T 


풀이 네 절댓값은 1이고 편각은 j 이므로 구하는 해 ᅳ 

A ： 7T , 7T \ , / /C7T , 7T , /7 ^ ᅭ ᄊ 介、 

^ = cosi —― hl + 2 sm[ —— hI (k = 0, 1, 2, …， 9) 


5 20 


5 20 


이다. 
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<_ 

Sooji Shin • soojishin@live.com 



이 노트에서는 고등학교에서 배우는 수학의 내용 중 확률과 통 
계에 관련된 개념과 공식을 정리하고 그에 따른 예제와 풀이를 
소개합니다. 필요한 경우 중학교 과정의 내용도 포함하고 있습 
니다. 이 노트에서 포함하고 있는 내용은 다음과 갈습니다. 


예제 


_ 2 . 학생 수가 25명인 어느 학급에서 한 명의 학생에게 수 

학 문제를 풀게 하려고 한다. 1번부터 25번까지의 학생들 중에 
서 문제를 푸는 학생의 번호가 3의 배수 또는 4의 배수인 경우 
의 수를 구하여라. 


• 경우의 수 

• 대푯값과 산포도 

• 확률의 뜻과 성질 

• 이산확률분포와 연속확률분포 

• 이항분포와 정규분포 

• 통계적 추정 

이 노트가 수학을 공부하는 분들께 도움이 되기를 바랍니다. 


D 순열과 조합 

갈은 조건에서 여러 번 반복할 수 있고，그 결과가 우연에 의하 
여 결정되는 실험이나 관찰을 시행이라고 부른다. 또한 어떤 시 
행에서 얻어지는 결과를 사건이라고 부른다. (통계학적으로는 어 
떤 시행에서 일어날 수 있는 모든 경우의 집합을 "라고 할 때， 
"의 부분집합을 사건이라고 부른다.) 그리고 어떤 사건이 일어 
날 수 있는 가짓수를 경우의 수라고 부른다. 


경우의 수의 합의 법칙 한 번의 시행에서 두 사건 고，끄가 
동시에 일어나지 않고 사건 A , 끄가 일어나는 경우의 수가 
각각 m , n 이면， 한 번의 시행에서 사건 A 또는 사건 끄가 
일어날 경우의 수는 m + n 이다. 


풀이 3의 배수인 학생의 경우를 A , 4의 배수인 학생의 경우를 
끄라고 하자. 그러면 고와 B 는 동시에 일어날 수도 있으므로 
합의 법칙을 그냥 사용할 수가 없다. 이때 (7= 고 n 끄라고 하고 
[즉， (7 는 3의 배수이면서 4의 배수인 사건이다.] A r = A - C , 
甘 = B - (7 라고 하자. 

그러면 고'은 3의 배수이면서 12의 배수가 아닌 경우이므로 A r 
이 일어날 경우의 수는 8 — 2 = 6이다. 갈은 방법으로 分이 일 
어날 경우의 수는 6 — 2 = 4이다. 또한 (7 가 일어날 경우의 수는 
2 이다. 따라서 구하는 경우의 수는 6 + 4 + 2 = 12이다. □ 


예제 


3 . 음이 아닌 정수 x , ^/에 대하여 x+y < 6을 만족시키 
순서쌍 ( X ， ?/) 의 개수를 구하여라. 


해설 : r + = 公라고 하고 k = Q , 1，2，3，4，5인 각 경우에 
대하여 경우의 수를 구한 뒤 더한다. r 


경우의 수의 곱의 법칙 사건 고가 일어나는 경우의 수가 m 
이고，그 각각에 대하여 사건 끄가 일어나는 경우의 수가 n 
일 때， 두 번의 시행에서 두 사건 A , 끄가 연속으로 이어서 
일어나는 경우의 수는 mXn 이다. 


예제 


4 . 다 


수의 양의 약수의 개수를 구하여라. 


(1) 108 


(2) 360 


참고 ‘사건 고과고 할 때에 고는 사건 자체를 의미하기도 하 
고 동시에 사건의 집합을 의미하기도 한다. □ 


예제 


_ I . 서로 다른 두 개의 주사위를 던질 때，나오는 눈의 수 

의 합이 6 또는 9가 되는 경우의 수를 구하여라. 


풀이 두 개의 주사위를 던지므로 두 번의 시행처럼 보이지만， 
그 합을 구하는 것이므로 결국 두 번 던지는 것을 묶어 한 번의 
시행으로 보아야 한다. 


풀이 (1) 108 = 2 2 X 3 3 이다. 따라서 108의 약수는 

2 m x3 n 

의 꼴이고 m 과 기은 각각 0 브 m 브 2，0 브 n 브 3인 정수이다. 
이때 m 을 택할 수 있는 경우의 수는 3, n 을 택할 수 있는 경 
우의 수는 4이므로 ， m 과 n 을 동시에 택할 수 있는 경우의 수 
는 3 X 4 = 12이다. 따라서 약수의 개수는 12개다. 

⑵ 360 = 2 3 X 3 2 X 5 1 이므로 약수의 개수는 4X3X2 = 24. □ 


눈의 수의 합이 6이 되는 경우와 9가 되는 경우는 동시에 존재 
할 수 없으므로 합의 법칙을 이용한다. 합이 6이 되는 경우는 5 
가지，합이 9가 되는 경우는 4가지이므로 구하는 경우의 수는 
5 + 4 = 9이다. [ 


예제 


5 . 식 (a + 6 )(p + g )( aHi / + 시를 전개하였을 때，항의 


개수를 구하여라. 

풀이 2 X 2 X 3 = 12. 


참고 두 사건 A , 끄가 동시에 일어나는 경우가 있는 경우 사 
건의 집합을 C = AHB , A = A - C , 甘 = B - C 으로 나눈다. 
그러면 A 또는 끄가 일어날 경우의 수는 A 또는 요 또는 (7 
가 일어날 경우의 수가 된다. □ 


1 부터 71까지의 자연수를 차례로 곱한 것을 n 의 계승 또는 차 
례곱 이라고 부르며 시로 표기하고 ‘n 팩토리얼’이라고 읽는다. 
예컨대 

51 = 1 X 2 X 3 X 4 X 5 = 120 
이다. 특히 0! = 1로 정의한다. 
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순열의 계산 

서로 다른 n 개의 물건 중 r 개를 택하여 일렬로 나열하는 순 
열의 수는 


P r = 71(71—1)(71 — 2 ) … (n —r+1) 


n \ 


n r 


국 


(n — r)l 


순열의 정의에 의하여 n P n = nl ， n P 。= 1 이 성립한다. 


n x 0 


예제 


_ 6 . 다섯 개의 숫자 1，2, 3, 4, 5에서 서로 다른 세 개의 

숫자를 사용하여 만들 수 있는 세 자리의 자연수의 개수를 구하 
여라. 

풀이 5개 중 3개를 택하여 일렬로 나열하는 순열이므로，구하 
는 자연수의 개수는 5 P 3 = 5 X 4 X 3 = 60개다. 


예제 


_ 7 . 할아버지，할머니，아버지，어머니，두 딸로 구성된 6 

명의 가족이 박물관에 입장하려고 한다. 한 줄로 입장한다고 할 
때，다음에 답하여라. 

( 1 ) 두 딸이 연이어 입장하지 않는 방법의 수를 구하여라. 

( 2 ) 맨 앞과 맨 뒤에 여자가 입장하는 방법의 수를 구하여라. 

풀이 고려해야 할 조건이 여러 가지인 경우 경우의 수를 계산 
하기 쉽도록 조건의 고려 순서를 정한다. 

( 1 ) 두 딸이 연이어 입장하지 않으려면 다른 사람들을 먼저 세 
우고 양 끝 및 사이사이 중 2 자리를 택하여 딸 


다. 


딸 며 


ᄋ 


mss 

ᄃ: ᄋ 

세 

훈 T s 

乂 a 으 

T 一 

八” T 

1一 


방법의 


는 4!，딸 둘을 일렬로 세 


ᄋ 


구하는 방법의 


방법의 수는 5 P 2 이다. 따라서 
4! X 5 P 2 = 24 X 20 = 480이다. 

(2) 맨 앞과 맨 뒤에 여자를 세우는 방법은 여자 4명 중 2명을 
뽑아 일렬로 세우는 방법이므로 4 P 2 , 가운데 네 자리에 나머지 

4명을 일렬로 세우는 방법의 수는 4!이다. 따라서 구하는 방법 
의 수는 4 P 2 X 4! = 12 X 24 = 288이다. 


예제 


_ 8 . 다음 등식이 성립함을 증명하여라. 

(1) n P r =n - n ^ 1 P r _ 1 (단 ，1 < r < n ) 

(2) n P r = n _ 1 P r +r - n _ 1 ? r _ 1 (단 ，1 < r < n ) 

풀이 순열의 정의를 이용한다 


( 1 ) n - 세 r 


n 


t. 



_ ( n - l )! | ( 

(n — 1 )! 

n \ 

—— D 

(n — 1 — r )! r ! (n — 1 _ 


⑵ n-l P r+ r • n-l P r-l 


{(n — l ) — ( r — l )}! (n — r )! 
( n — l )! , r • ( n — l )! 


n r 


( n _ 1 — r ) 


n 一 i — r + i)l 


(n — r ) . (n — l )! 

r • ( n — l )! 


{n — r )\ r ! 

(n — r )! 

(n — r ) l 

(n — r )! 



( n — l )! 


(n —r + r ) • ( n — 1 )! 
(n — r)l 


n \ 


(n — r)l 




조합의 계산 

서로 다른 n 개의 물건 중 순서를 생각하지 않고 r 개를 택하 
는 조합의 수는 


，개 


r : 

n r 


쇼 

r ! 


71(71—1)(71 — 2 ) … (n — r + 1 ) 


n \ 


r ! 


r!(n — r )! 


순열은 택할 때 순서가 다르면 서로 다른 것이라고 생각 
하지만，조합은 택할 때 순서가 중요하지 않다. □ 


예제 


9 . 다 


ᄋ ᄋ 


구하여라. 


(1) 30명의 학생 중에서 임원 2명을 뽑는 방법의 수 

( 2 ) 12 명의 배구 선수 중에서 6 명을 뽑아 선발 선수로 


연시 


킬 때，특정한 두 선수를 포함하여 




ᄇ 


방법의 수 


풀이 (1) 30명 중 순서를 고려하지 않고 2명을 뽑으므로 

30 X 29 


30^2 


2 


435. 


(2) 두 선수가 이미 정해졌으므로 10명 중 4명을 뽑는 방법의 


10^4 


10X9X8X7 
4X3X2X 1 


210 . 


예제 


_ 10 . 주머니 속에 크기가 서로 다른 4개의 빨간 공과 6 개 

의 노란 공이 들어 있다. 다음을 구하여라. 

(1) 주머니에서 3개의 공을 뽑는 경우의 수 
⑵ 주머니에서 빨간 공 1 개와 노란 공 2 개를 뽑는 경우의 수 


풀이 (1) 서로 다른 10개의 공 중 3개의 공을 뽑으므로 

10 X 9 X 8 


10。3 


3X2X1 


120 . 


⑵ 4개의 빨간 공에서 1개의 o s w 
6 개의 노란 공에서 2 개의 공을 뽑는 
구하는 경우의 수는 4^1 x 6 C 2 = 4 X 15 


예제 


0_ ᄇ，ᄇ T — 경 우의 

경우의 수 
= 60. 


r A 이고 
6 C 2 이므로 


11 . 다음 등식이 성립함을 증명하여라. 

⑴ n C r=n-l C r+n-l C r-l (: 단 ，I < r < Tl) 

1 C r _ 1 (단 ，1 < r < n ) 


⑵ ^ . n C r =Tl . n- 


풀이 ⑴ n-l C r+n-l C r-l 


n 


1 )! 


(n — r ) • ( n — 1 )!+ ( n — l )! • r 
(n — r )! r ! (n — r)l r \ 

(n —r + r ) • ( n — l )! n ! 


r 

n r' 


= n • 


n \ 


、n — 1 — r + l )!( r *— 1 )! 
n \ 


(n — r )! ( r — 1 )! 


r 


(n — r )! r ! 


r • n C ； 
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참고 조합이 도형에 응용되는 예 

• 임의의 세 점이 일직선 위에 있지 않은 서로 다른 n 개의 
점에서 두 점을 이어 만든 직선의 개수 : n C 2 

• 임의의 세 점이 일직선 위에 있지 않은 서로 다른 n 개의 
점에서 세 점을 이어 만든 삼각형의 개수 : n C 3 

• m 개의 평행선과 n 개의 평행선이 만날 때 생기는 평행사변 

형의 개수 : m C 2 x n C 2 — 


참고 이 외에 자주 사용되는 순열에는 다음과 같은 것들이 있다. 

(1) 서로 다른 n 개를 원형으로 배열하는 원순열 : (n — 1)! 

(2) 서로 다른 n 개에서 r 개를 택하는 중복순열 : J [ r = n r 
⑶ n 개에서 서로 갈은 것이 각각 Pl , p 2 , …， &개씩 있을 때， 

이들을 모두 택하여 일렬로 나열하는 순열 : 

빠 2 ! :"此! (단，카 +此 +•"예) □ 


보기 


12 . 7개의 문자 a , a , a , b , b , b , b 를 일렬로 나열하는 


경우의 


7! 


3! X 4! 


= 35 이다. 


예제 


13 . 오른쪽 그림에서 점 A A 
에서 출발하여 선을 따라 점 묘에 
이르는 최단경로의 수를 구하여라. 


풀이 A 에서 줄발하여 묘에 이 


ᄅ' 


B 


최단경로는 8번을 이동하되 5번은 오른쪽으로，3번은 아래로 이 
동하는 것이다. 


8번의 이동 중 아래로 이동하는 3번을 뽑는 경우의 수와 갈다. 
따라서 구하는 경우의 수는 


^ 8 X 7 X 6 ᅮ 

oLo = -—^— -= 56 
8 3 3 X 2 X 1 

이다. 참고로，8번의 이동 중 아래로 이동하는 5번을 뽑는 경우 
의 수와 같다고 생각하여 8 C 5 로 계산하여도 된다. □ 


중복조합의 계산 

서로 다른 n 개에서 r 개를 택하는 중복조합의 수 

H = C 

nr n+r—lr 


예제 


14. 다음을 


구하여라. 


(1) 10명의 학생 중에서 회장 1명，부회장 1명을 택하는 경우의 
수 

(2) 12명의 수영 선수 중에서 시합에 나갈 3명의 선수를 선발하 
는 경우의 수 

⑶ 4개의 문자 a , b , c , 쎄서 중복을 허락하여 7개의 문자를 
택하는 경우의 수 

(4) 1부터 8까지의 자연수 중에서 중복을 허락하여 5개의 숫자 
를 택하는 경우의 수 


풀이 (1) 10 P 2 = 10 • 9 = 90. 


⑵ 


12^3 


12 • 11 • 10 


220 . 


3-2-1 

⑶ 서로 다른 4개에서 7개를 택하 


4 + 7 - 1。7 — 10^7 ~ 10^3 


120, 


⑷ 서로 다른 8개에서 5개를 택하^ 


수이므로 


수이므로 


8 + 5 - 1^5 — 12^5 — 792 . 


예제 


15. 방정식 冗 + 2/ + 2： = 9에 대하여 다 
⑴ 음이 아닌 정수해 ( x , y, 시 의 개수 
(2) 양의 정수해 ( x , y : 2 ;) 의 개수 


ᄋ ᄋ 

1그'ᄅ「 


구하여라. 


풀이 (1) 음이 아닌 정수해의 개수는 X ， y , ^의 3개의 문자에 
서 9개를 택하는 중복조합의 수와 갈으므로 

3 + 9-lCg — llCg = 11^ 2 — 55. 

(2) x~l = a , y — l = b , z ~ l = c 로 치환하면 

(a + l )+(^ + l )+( c + l ) =9 
이므로 a + 6 + c = 6 이다. 이 방정식의 음이 아닌 정수해 
( a , b , c ) 의 개수를 구하면 3+ hC 6 = 8 C 6 = 8 C 2 =28. = 


위와 같은 문제에서 가로 m 칸，세로 n 칸일 때，최단거 

、ᄂ ( m + n )! 


리로 이동하는 경우의 


ml n \ 


이다. 


조합의 성질 

r 와 n 이 0 이상인 정수일 때 다음이 성립한다. 

⑴ nC n = 1， n C 0 = 1 

(2) n C r = n C n _ r (단， 0 < r < n ) 

⑶ n C r = n _ 1 C r _ l + n _ 1 C r (단， 1 < r < n — 1) 


서로 다른 n 개에서 중복을 허락하여 r 개를 택하는 조합을 중복 
조합이라고 부르며 

TJ 

n^r 

로 나타낸다. 


예제 


16. 두 집합 A = {1, 2, 3}， B ={1, 2, 3, 4, 5} 에 대하 


여 i ^ A , 고일 때，다음을 구하여라. 

⑴ i<j 이 ( i ) < f ( j ) 를 만족시키는 함수 / : 고 —公의 개수 
⑵ i < j 국 g ( i ) < g ( j ) 를 만족시키는 함수 g : 고 —끄의 개수 


풀이 (1) 주어진 조건을 만족시키려면 5개의 숫자 1，2, 3, 4, 
5 중에서 3개를 택한 후 작은 수부터 차례로 정의역의 원소 1， 
2, 3에 대응시키면 된다. 


즉 함수 /의 개수는 공역의 원소 5개 중에서 3개를 택하는 조 
합의 수와 갈으므로 5 C 3 = 10. 


(2) 주어진 조건을 만족시키려면 5개의 숫자 1，2, 3, 4, 5 중에 
서 중복을 허락하여 3개를 택한 후 작은 수부터 차례로 정의역 
의 원소 1，2, 3에 대응시키면 된다. 

즉 함수 요의 개수는 공역의 원소 5개 중에서 3개를 택하는 중 
복조합의 수와 갈으므로 5+3 - iC 3= 7 C 3 =35. □ 
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예제 


17. U + 2/ + 시 4 을 전개할 때 생기는 서로 다른 항의 개 
수를 구하여라. 

풀이 주어진 식은 

{x + y ~\~ z){x ~\~ y + z){x + y ~\~ z){x ~\~ y + z ) 

이므로 U +2/ + 시 4 을 전개할 때 생기는 서로 다른 항은 

r 4 r 3 ? . t 3 ... 2 ... 4 

tAy , tXj ， *Ay 戶。 ， ， tAy , ， Aj 

등으로 모두 4 차항이다. 따라서 구하는 항의 개수는 3개의 문자 
x , y , z 중 4개를 택하는 중복조합의 수와 갈으므로 

3H4 = 3 + 4- 心4 = 心4 = 心2 = 15. L 

주어진 집합을 공집합이 아닌 몇 개의 서로소인 부분집합으로 
나누는 것을 집합의 분할이라고 부른다. 또한 원소의 개수가 n 
인 집합을 사개의 집합으로 분할하는 방법의 수를 기호로 

S { ji , k) 


로 ^타낸다. 


예제 


18. 公 (4, 2) 의 값을 구하여라. 


풀이 원소의 개수가 1，3인 두 개의 집합으로 분할하는 경우， 
4개의 원소 중 1개를 택하여 하나의 집합을 만들고，남은 3개의 
원소 중 3개를 택하여 다른 한 집합을 만들면 되므로 그 경우의 
수는 다음과 갈다. 


4 C 1 x 3C3 =4 x 1=4 

원소의 개수가 2, 2인 두 개의 집합으로 분할하는 경우，4개의 
원소 중 2개를 택하여 하나의 집합을 만들고 남은 2개의 원소 
중 2개를 택하여 다른 한 집합을 만든다. 그런데 두 집합의 원 
소의 개수가 갈은 경우에는 중복되는 경우가 2!개씩 나타나므로 
그 경우의 수는 다음과 같다. 

「 n 1 4X3 1 1 0 

4 C 2 x 2 C 2 x-=^ T xlx-=3 

따라서 公 (4, 2) =4 + 3 = 7 이다. □ 


자연수 n 을 다음과 같이 나타내는 것을 자연수의 분할이라고 
부른다. 


n = n 1 -\- n 2 ~\ - \~ n k C 1 ^, > n 2 > • • - > n k > 1) 

한편 자연수 n 을 A : 개의 자연수의 합으로 나타내는 방법의 수를 
기호로 다음과 같이 나타낸다. 

P(n, k) 


예제 


풀이 


20. P (6, 3) 의 값을 구하여라. 

자연수 6을 3개의 자연수의 합으로 나타내면 


6=4+1+1=3+2+1=2+2+2 
이므로 P(6, 3) =3 이다. 


예제 


_ 21. 갈은 종류의 사탕 7 개를 갈은 종류의 봉지 3 개에 빈 

봉지가 없도록 넣는 방법의 수를 구하여라. 


풀이 7 = 5 + 1 + 1 = 4 + 2 + 1 = 3 + 3 + 1 = 3 + 2 + 2 이:프로 
P (7, 3) =4 이다. 따라서 갈은 종류의 사탕 7 개를 갈은 종류의 
봉지 3 개에 빈 봉지가 없도록 넣는 방법의 수는 4 이다. 

다른 풀이 빈 봉지가 없도록 넣어야 하므로 모든 봉지에 사탕 
을 하나씩 넣는다. 이때 구하는 방법의 수는 남은 4 개의 사탕을 
3 개의 봉지에 분할하여 넣는 방법의 수와 같다. 

씨 4, 1) = 1 

4 = 3 + 1 = 2 + 2 에서 P(4, 2)=2 
4 = 2 + 1 + 1 에서 P(4, 3) = 1 

따라수 구하는 방법의 수는 

씨 4, l)+P(4, 2)+P(4, 3) = 1 + 2 + 1 =4. □ 


이^■정리 

a 6 여 0이고 n 이 자연수일 때 

n 

(a + br^ n C r a n _ r b r 

r = 0 


예제 


_, 19. 서로 다른 종류의 꽃 5송이를 두 묶음으로 나누는 방 
법의 수를 구하여라. 


풀이 5송이에서 1송이를 택하고，남은 4송이에서 4송이를 택하 


거 두 묶음으로 나 


방법의 


b C x x 4 C 4 =5 x 1 = 5. 


5송이에서 2송이를 택하고，남은 3송이에서 3송이를 택하여 두 
묶음으로 나누는 방법의 수는 ,C 9 xX, = 10X1 = 10. 


따라서 구하는 방법의 


分(5, 2) =5 + 10 = 15. 


일반적으로 원소의 개수가 n 인 집합을 서로소인 사개의 
집합으로 분할하는 방법의 수 S ( n , k ) 는 ( n — 1) 개의 원소를 
서로소인 (사一 1) 개의 집합으로 나누고 특별한 원소를 하나의 
집합으로 만드는 방법의 수가 5 tn — 1, 차 一 1) 이고，특정한 한 
개의 원소를 제외한 (n — 1) 개의 원소를 서로소인 사개의 집합으 
로 나눈 후 특정한 원소를 포함시키는 방법의 수가 
kxS ( n — l , 비 이므로 다음을 얻는다. 


S ( n , k ) = S ( n — 1, A ： — l ) + A:X S(n — 1, k ) 


예제 


22 . 다음을 구하여라. 


2 


( l ) k + — 의 전개식에서 싱 


一의 계수 


X 


(2) ( a — 와 2 ) 9 의 전개식에서 a 6 6 6 의 계수 


풀이 (1) 


x + - 
x / 


\6 


6 C r 또 


의 전개식의 일반항은 

2 、 r 


6 —r 


X / 


6 C r 2 r x 


v _6 —2r 


상수항은 6 — 2r = 0 일 때이므로 r = 3. 따라서 상수항은 

6 C 3 2 3 = 20 • 8 = 160. 

이차항은 6_2r = 2 일 때이므로 r = 2. 따라서 이차항의 계수: 


6 C 2 2 2 = 15 - 4 = 60. 


r a 9 一 r b 2r 


(2) (a — 2 낫) 9 의 전개식의 일반항은 

g C r a 9_r (— 2b 2 ) r = 9 C r (— 2) 

이다. a 6 b Q 항은 9 —r = 6 일 때이므로 r = 3. 따라서 a 6 ^ 6 의 계 
수는 9 C 3 (-2) 3 =84 • (—8) =-672. 
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이항계수의 성질 

⑴ n C 0+ n C l + n C 2+'" + n C n = ^ 

⑵ n C 0 _ n C l + n C 2 一 1 h (- l ) n n C n =0 

⑶ n C 0+n C 2+n C 4 +• " = n C 1 +n C 3 +n C 5 +• " = 앙 1 — 
⑷ rA+ 2 • n C 2+ 3 • n C 3"h" + n • n C n =n • 玄 11 一 1 


예제 


23. 다음 


값을 구하여라. 


⑴ 5。0 - 5。1+5。2 _ 5。3+5。4 - 5。5 

(2) 6 C 0 + 6 C 2 + 6 C 4 + 6 C 6 
풀이 (1) 0 (2) 32 


B 대푯값과 ^■포도 


수로 나타난 자료가 있을 때，자료 전체의 중심적인 경향이나 
특성을 하나의 수로 나타내어 자료 전체를 대표하는 값을 대푯 
값이라고 부른다. [대푯값으로는 평균，중앙값，최빈값 등이 있 
다.] 또한 자료 전체가 대푯값을 중심으로 홑어져 있는 정도를 
산포도라고 부른다. [산포도에는 평균편차，표준편차 등이 있 
다.] 


평균，분산，표준편차 

71개의 자료 X x , X 2 , X 3 , …，、에 대하여 

X-> ~\~ X 0 ~\ - h 

① 평균 : m = 2 n 


n 


② 분산 : 

③ 표준편차 : 



n 

a = \fv 



참고 평균과 표준편차는 자료(변량)의 단위와 동일한 단위를 
사용한다. 그러나 분산은 제곱을 하였기 때문에 단위를 사용하 
지 다. 


예제 


24. 다 


ᄋ 


1그 


달걀 10개의 무게를 재서 얻은 것이다. 


달걀 무게의 평균，분산，표준편차를 구하여라. (단위 g ) 


59 61 48 59 58 60 53 65 60 57 


풀이 

(평균) 

(분산) 


정의를 이용하여 계산하면 다음과 같다. 


59 + 61+48 + 59 + 58 + 60 + 53 + 65 + 60 + 57 

10 


58( g ) 


(59-58) 2 + (61-58) 2 + (48 -58) 2 +."+(57- 58) 2 

10 


1 2 + 3 2 + (-10) 2 +•••+(-1) 2 


(표준편차) = V (분산) N 4.40( g ) 


참고 변량 x x , x 2 , x 3 , …，의 평균이 m 일 때，분산 F 는 
다음과 갈은 공식으로도 구할 수 있다. 


또]，卜 ^文2 + 또3 + … + X n 

V = - —m 

n 


예제 


_ 25. 다음 자료에서 분산을 구하여라. 

(1) 1，3, 5, 7, 9 
⑵ 101，103, 105, 107, 109 

풀이 (1) 평균이 5 임은 한눈에 알 수 있다 
1 2 +3 2 + 5 2 + 7 2 +9 2 


분^은 


5 


5 2 =33 -25 = 8 이다. 


(2) 자료가 홑어진 정도가 (1) 과 갈으므로 분산은 8이다. 


도수분포표에서의 평균과 분산 

계급값 x x , x 2 , …，、의 도수가 순서대로 j 、， / 2 ，…， / n 이 

고 도수의 총 합이，일 때 

x l f l J rx 2 f 2 + ••• +x n f n 



( 또 1 -m) 2 f 1 -\-(x 2 -m) 2 f 2 ^ - \~(x n -m) 2 f n 

N 


EH 26. 다음은 어. 

한 도수분포표이다. 


고등학교 1학년 학생 50명의 키를 조사 


계급 ( cm ) 

도수(명) 

계급 ( cm ) 

도수(명) 

이상 미만 

155 〜 160 

2 

이상 미만 

170〜 175 

21 

160 〜 165 

4 

175〜 180 

8 

165 〜 170 

13 

180〜 185 

2 



합 계 

50 


이 학생들의 키의 평균，분산，표준편차를 구하여라. 


풀이 표를 만들면 다음과 같다. 


계급값 

도수 

(계급값)〉〈(도수) 

{(계급값)-(평균)} 2 x ( 도수) 

157.5 

2 

315 

364.5 

162.5 

4 

650 

289 

167.5 

13 

2177.5 

159.25 

172.5 

21 

3622.5 

47.25 

177.5 

8 

1420 

338 

182.5 

2 

365 

264.5 

합계 

50 

8550 

1462.5 


따라서 평균，분산，표준편차는 다음과 갈다. 


(평® = 1『 171 (cm) 


(분산)= 


1462.5 

50 


= 29.25 


(표준편차 ■)= a /29.25 = 5.41 ( cm ) 


참고 대푯값에는 다음과 갈은 것들도 있다. 

(1) 중앙값 : 변량을 작은 것부터 큰 것 순으로 나열했을 때 중 
앙에 위치하는 값. 단 변량의 개수가 짝수인 경우에는 중앙 
에 있는 두 값의 중간값을 구한다. 

⑵ 최빈값 : 변량 중에서 가장 많이 등장하는 값. 

예를 들어 자료 1，2, 2, 2, 3, 4, 4, 5에 대하여 중앙값은 
2와 3의 중간값인 2.5 이고，최빈값은 2이다. □ 
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참고 산포도에는 다음과 같은 것도 있다. 


(평균편차)= 


| — m | + | x 2 


— m H - h 



평균편^는 절댓값 때문에 수리적 전개가 어려워 실제로 많이 
사용되지 않는다. □ 


B 확률의 뜻과 기본 성질 

갈은 조건에서 여러 번 반복할 수 있고，그 결과가 우연에 의하 
여 결정되는 실험이나 관찰을 시행이라고 부른다. 

어떤 시행에서 일어날 수 있는 모든 가능한 결과의 집합을 표본 
공간이라고 부른다. 어떤 시행에서 얻어지는 결과를 사건이라고 
부른다. 즉 사건이란 표본공간의 부분집합이다. 

표본공간의 부분집합 중에서 한 개의 원소로 이루어진 사건을 
근원사건이라고 부른다. 반드시 일어나는 사건을 전사건이라고 
부른다. 즉 전사건이란 표본공간 자신의 집합이다. 절대로 일어 
나지 않는 사건을 공사건이라고 부른다. 공사건을 0으로 나타 
낸다. 


예제 


_ 27. 서로 다른 두 개의 동전을 던지는 시행에서 동전의 

앞면을 H , 뒷면을 구로 나타내고，시행의 결과를 ( H , T ) 와 같이 
순서쌍으로 나타내기로 할 때 다음을 구하여라. 

(1) 표본공간 " 

(2) 서로 다른 면이 나오는 사건 A 

(3) 모두 앞면이 나오는 사건 B 

⑷ 뒷면이 적어도 한 번 나오는 사건 C 


풀이 (1) "={( H ， H ), ( H , T ), ( T , H ), ( T , T )} 
⑵ 고 : {( H , T ), ( T , H )} 

⑶ ^={( H , H )} 

⑷ C ={( U , T ), ( T , H ), ( T , T )} 


표본공간 公의 임의의 두 사건 고，끄가 주어졌다고 하자. 


풀이 A = {1, 3, 5}， B ={3, 4, 5, 6} 

⑴ AUB ={1 1 3, 4, 5, 6} 

⑵ AHB ={3, 5} 

⑶ A c = {2, 4, 6} 

(4) 고와 배반사건이려면 고와 서로소가 되어야 한다. 고와 서로 
소가 되려면 고 e 의 부분집합이면 된다. 그런데 고"의 원소의 개 
수가 3이므로 고 e 의 부분집합의 개수는 2 3 =8이다. 따라서 구 
하는 사건의 개수는 8이다. □ 

어떤 시행에서 사건 고가 일어날 가능성을 수로 나타낸 것을 A 
가 일어날 확률이라고 부르고 P (고) 로 나타낸다. 보통 확률은 
수학적 확률，통계적 확률，기하적 확률로 나눈다. 


수^■적 확률 

어떤 시행에서 표본공간 公가 m 개의 근원사건으로 이루어져 
있고，각 근원사건이 일어날 가능성이 모두 갈은 정도로 기 
대될 때，사건 고가 r 개의 근원사건으로 이루어져 있으면 사 
건 고가 일어날 확률은 

n{o) m 

이다. 


예제 


_ 29. 1부터 6까지의 숫자가 각각 하나씩 적힌 6장의 카드 

를 일렬로 나열할 때，다음을 구하여라. 

(1) 1，2, 3이 적힌 3장의 카드가 이웃할 확률 
⑵ 3이 적인 카드와 4가 적힌 카드가 양 끝에 올 확률 


풀이 6장의 카드를 일렬로 나열하는 경우의 수는 61 = 720. 

(1) 1，2, 3이 적힌 3장의 카드를 한 묶음으로 생각하여 4장의 

카드를 일렬로 나열하는 방법의 수는 4! = 24이다. 이때 1，2, 

3이 적힌 3장의 카드가 이웃하도록 나열하는 방법의 수는 

24 • 6= 144이다. 따라서 구하는 확률은 

144_ 1 
720 ¥' 


A 또는 끄가 일어나는 사건을 고와 끄의 합사건이라고 부르고 
고 U 끄로 나타낸다. 

고와 끄가 동시에 일어나는 사건을 고와 끄의 곱 사건이라고 부 
르고 a n 끄로 나타낸다. 

고와 끄가 동시에 일어나지 않을 때，즉 고와 끄가 서로소일 때 
고와 끄를 서로 배반이라고 하고，서로 배반인 두 사건을 배반 
사건이라고 부른다. 

고가 일어나지 않는 사건을 고의 여사 건이라고 부르고 고"로 나 
타낸다. 


예제 


_ 28. 한 개의 주사위를 던지는 시행에서 홀수의 눈이 나오 

는 사건을 A , 3 이상의 눈이 나오는 사건을 끄라 하자. 이때 
다음을 구하여라. 

(1) 고와 끄의 합사건 (2) 고와 끄의 곱사건 

(3) 고의 여사건 (4) 고와 배반사건의 개수 


(2) 3과 4가 적힌 카드를 제외한 나머지 4장의 카드를 일렬로 
나열하는 방법의 수는 4! = 24이다. 이때 3과 4가 적힌 카드가 
양 끝에서 서로 자리를 바꾸는 방법의 수는 2이다. 따라서 3과 
4가 적힌 카드가 양 끝에 오는 방법의 수는 24 • 2 = 48이다. 
이로써 구하는 확률은 

48 _ 1 
720 _ T 5 ' 


예제 


_ 30. 하양 공 5개，빨강 공 3개，검정 공 2개가 들어 았 

상자에서 3개의 공을 꺼낼 때，다음을 구하여라. 

(1) 꺼낸 공이 모두 하양 공일 확률 
⑵ 꺼낸 공이 빨강 공 2개，검정 공 1개일 확률 
⑶ 꺼낸 공 중 하양 공이 2개일 확률 


풀이 10개의 공 중에서 3개의 공을 꺼내는 방법의 
10 C 3 =129 이다. 
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(1) 하양 공 5개 중에서 3개를 꺼내는 방법의 수는 5 C 3 = 10 이 
다. 따라서 구하는 확률은 

10 _ 1 
T20 _ T2 ' 

⑵ 빨강 공 3개 중에서 2개，검정 공 2개 중에서 1개를 꺼내는 

방법의 수는 3 C 2 • 2 이 =6이다. 따라서 구하는 확률은 

6 _ 1 
T20 _ 20 ' 

⑶ 하양 공 5개 중에서 2개，나머지 5개의 공 중에서 1개를 꺼 
내는 방법의 수는 5 C 2 • 5 Ci =50이다. 따라서 구하는 확률은 

50 _ 5 

T20 _ T2 ' 


통계적 확률 

갈은 시행을 n 번 반복하여 사건 고가 일어날 횟수를 r n 이라 
면 

P (^4) = \ im ^= p . 

u —> oo Tl 

이때 p 를 사건 고의 통계적 확률이라고 부른다. 


따라서 10개의 구슬 중 3개의 구슬을 꺼낼 때 모두 하양 구슬 
일 은 

n^3 _ n ( n — l)(n —2) 

= 720 

이다. 이 시행에서 6번에 1번 꼴로 3개 모두 하양 구슬을 꺼냈 

ᄋ T 그 무 

n(n— 1)(72 — 2) _ 1 
720 ~~6 

이다. 이것을 풀면 n = 6 을 얻는다. 


그러므로 이 주머니 안에는 6개의 하양 구슬이 들어 있을 것으 


로 기대할 수 있다. 


기하학적 확률 

연속적인 변량을 크기로 

갖는 표본공간의 영역 " 안에서 각 

각의 점을 잠을 가능성이 

갈은 정도로 기대될 때，영역 "에 

포함되어 있는 영역 고에 대하여 영역 S 에서 임의로 잠은 점 

이 영역 고에 속학 확률은 


PU ) = 

(영역 고의 크기) 

(영역 公의 크기) 

이다. 



참고 실제 통계에서는 시행을 무한히 여러 번 반복할 수 없으 
므로 주어진 자료의 양이 충분히 많으면 통계적 확률의 근거 자 
료로 사용한다. 통계적 확률은 자료의 양이 많을수록 신뢰도가 
높아전다. □ 


예제 


_ 31. 오른쪽 표는 실험용 

쥐 1⑴마리에게 담배 연기 농 
축물을 매일 일정량씩 투여하였 
을 때，농축물을 투여한 기간에 
따라 생존한 쥐의 수를 나타낸 
것이다. 이때 농축물을 투여한 
후 11일 동안 생존한 쥐가 앞으 
로 3일 이내에 사망할 확률을 
구하여라. 


기간(일) 

생존한 쥐의 수(마리) 

10 

80 

11 

60 

12 

48 

13 

36 

14 

20 

15 

12 


풀이 농축물을 투여하기 시작한 후 11일 동안 생존한 쥐는 60 
마리이 고， 3일 후인 14일 동안 생존한 쥐는 20마리이므로 11일 
로부터 3일 이내에 사망한 쥐는 40마리이다. 따라서 구하는 확 



이다. 


예제 


_ 32. 주머니 안에 하양 구슬과 검정 
이 들어 있다. 이 주머니에서 3개의 


ᄋ 


「= 합하여 10개의 
°- 동시에 꺼내어 


V s s 

색깔을 확인하고 다시 넣는 시행을 여러 번 반복하였더니 6번에 
1번 꼴로 3개 모두 하양 구슬이었다. 이때 이 주머니 안에 들어 
있는 하양 구슬의 개수는 몇 개인 것으로 기대할 수 있는지 구 
하여라. 


풀이 10개의 구슬 중 3개를 꺼내는 방법의 수는 10 C 3 = 120. 

주머니 안의 하양 구슬의 개수를 n 이라 하면， n 개의 구슬 중 3 
개의 하양 구슬을 꺼내는 방법의 수는 다음과 갈다. 

„ n(n—l)(n — 2) 


예제 


_ 33. 오른쪽 그림과 같이 정사각형 

ABCD 가 있다. 사각형 ABCD 내부에 한 
점 P 를 잡을 때，삼각형 PBC 가 둔각삼각 
형이 될 확률을 구하여라. 


풀이 정사각형의 한 변의 길이를 a 라고 

하자. 그러면 정사각형의 넓이는 a 2 이다. 
선분 BC 를 지름으로 하는 반원에서 점 P 

가 BC 위에 있을 때 APBC 는 직각삼각 
형이므로 이 반원의 내부에 점 P 를 잠으면 
APBC 는 둔각삼각형이 된다. 이때 오른 
쪽 그림에서 색칠한 부분의 넓이는 




D 


C 


1 

(a\ 

2 _na 2 

j . 미 

[2) 

_ 유 

용 


이다. 따라서 구하는 확률은 

(색칠한 부분의 넓이) _ 7 T 
(□ ABCD 의 넓이) — 8 • 


확률의 성질 

(1) 기본성질 

① 임의의 사건 고에 대하여 o < pu ) < 1 

② 전사건 "에 대하여 p (功 = 1 

③ 공사건 必 에 대하여 P (0) =0 

(2) 확률의 덧셈정리 

① 두 사건 A , 끄에 대하여 A 또는 끄가 일어날 확률은 

?(AU B ) = P { A ) 

② 특히 두 사건 A , 끄가 배반사건이면 
⑶ 여사건의 확률 : PU C ) = 1- PU ). 
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확률의 성질의 증명 고，끄가 표본공간을 5의 두 부분집합이라 
고 자. 


⑴ ① 0 에) 내이므로 (서■다 


② P (幻 


③ p(0) 


n 


⑶ 


n{S) 
n(0 ) 


0 


(2) ① P (^ U ^) 


n(S) n(S) 
n(A U B) 


0. 


n 


⑶ 


n(A) +n( 、 B) —n(A H B) 


n(S) 

n(B) 


n(A) n(B) n(A H B) 
n(S) n(S) n(S) 


= P(A)+P(B)-P(AnB) 

② PUn 끄) =P(0) =0 이므로 

p (고 u 끄) =p (고) +p (公) 一 PC 4 n 끄) = p (고) +p (必). 

n(S— A) 


(3) V{A C ) = ?{S-A) 
n{S) 一 n(A) 


n 


n 


(S) 


1- 


n 


n 


⑶ 

ui 

⑶ 


1- PU ) 


■ 


예제 


_ 34. 1 부터 20 까지의 자연수가 각각 하나씩 적힌 20개의 

구슬 중에서 한 개를 뽑을 때，3 또는 4의 배수가 적힌 구슬이 
나올 확률을 구하여라. 


풀이 구슬에 적힌 수가 3의 배수인 사건을 A, 구슬에 적힌 수 
가 4의 배수인 사건을 끄라 하면 


P ") = 士 P ⑶ = 1， PUn ^ ) = 


20 


따라서 구하는 확률은 


6 5 1 _ 1 

20 + 20 _ 20 _ 2 ~* 


예제 


_ 36. 두 개의 주사위를 동시에 던질 때， 

수의 곱이 짝수일 확률을 구하여라. 


두 눈의 


풀이 두 눈의 수의 곱이 짝수인 사건을 고라고 하면 두 눈의 
수의 곱이 홀수인 사건은 고 e 이고 



9 _ 1 
36 _ 4 


이므로 구하는 ^률은 



‘적어도 〜인 사건’，‘〜 이상인 사건’，‘〜 이하인 사건’，‘〜가 아 
닌 사건’을 구할 때 여사건을 사용하면 편리하다. 


예제 


37. 1부터 10까지의 자연수가 각각 하나씩 적힌 10장의 


카드에서 3장의 
수가 소수일 확 


SO 


三를 택할 때，적어도 한 장의 카드에 적힌 
구하여라. 


풀이 3장의 카드 모두 소수가 아닌 사건의 여사건을 이용하자. 
10장의 카드 중에서 3장의 카드를 택하는 방법의 수는 

10。3 = 12(〕 

이다. 적어도 한 장의 카드에 적힌 수가 소수인 사건을 고라고 
하면 3장의 카드에 적힌 수가 모두 소수가 아닌 사건은 고 e 이 

다. 


1부터 10까지의 자연수 중에서 소수의 개수는 2, 3, 5, 7로서 4 
개이므로 소수가 아닌 자연수의 개수는 6이다. 따라서 3장의 카 
드를 택할 때 3장의 카드에 적힌 수가 모두 소수가 아닐 확률은 

?{ A C ) = ^=\ 

10。3 6 

이다. 그러므로 구하는 확률은 

PU ) = 1- PU C ) = 1-|=|. □ 

0 D 


예제 


_ 35. 수학경시대회에 출전할 학교 대표 2명을 선발하는 시 

험에 2학년 학생이 5명，3학년 학생이 7명 참가하였다. 이때 대 
표로 뽑힌 두 학생이 모두 갈은 학년일 확률을 구하여라. 


풀이 12명의 학생 중 2명을 대표로 뽑는 경우의 수는 

12。2 — 66 

이다. 한편 대표로 뽑힌 두 학생이 모두 2학년인 사건과 모두 3 
학년인 사건은 동시에 일어날 수 없으므로 배반사건이다. 2명의 
대표가 모두 2학년인 사건을 고라고 하고，모두 3학년인 사건을 
끄^고 하면 


PU ) = 


5。2 _ 10 
12。2 66 


P (^) = 


7。2 _ 21 
12^2 66 


그런데 두 사건 고， B 는 서로 배반사건이므로 구하는 확률은 


P ( t 4 U ^) = P (^)+ P (^) = 


10 

66 


21 _ 31 
66 _ 66 * 


참고 사건 고의 여사건이 끄일 때 고와 끄는 서로 배반사건이 
다. 왜냐하면 끄일 때 

AnB= A^A C = 0 

이기 때문이다. 그러나 역은 성립하지 않는다. 즉 두 사건 A, B 
가 서로 배반사건일지라도 끄는 고의 여사건이 아닐 수도 있다. 


B 사건의 독립고누 종속 


어떠한 사건이 일어났다는 가정 하에 또다른 사건이 일어날 확 
률을 조건부 확률이라고 부른다. 


예제 


_ 38. 어느 등산 동호회에서 산행지 결정을 위하여 40명의 

회원을 대상으로 설악산과 지리산의 선호도를 조사하였더니 다 
음과 갈았다. 


우^、之 

설악산(끄) 

지리산(公 e ) 

합계 

남。 4) 

7 

17 

24 

여 U c ) 

11 

5 

16 

합계 

18 

22 

40 


40명의 회원 중 임의로 뽑은 한 명의 회원이 남자였을 때，그 
회원이 설악산을 선호하는 회원일 확률을 구하여라. 

풀이 40명의 회원 중 임의로 한 명을 뽑는 사건을 S ， 남자가 
뽑히는 사건을 A, 설악산을 선호하는 사람이 뽑히는 사건을 B 
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뽑힌 한 명의 회원이 남자였을 때 그 회원이 설악산을 선호할 
n(A H B ) 7 




n 


U ) 


24 


이다. 


따라서 V ( AnB ) = 7 이다. 


... ?( B \ A ) 


PUn 히 _ i /5_ 2 
PU ) 一 J /2~ J 


위 문제를 통해 다음과 갈은 조건부 확률 공식을 얻는다. 


조건부 확률 

확률이 0 이 아닌 사건 고에 대하여，사건 고가 일어났을 때 
사건 끄가 일어날 확률을 사건 고가 일어났을 때의 사건 B 
의 조건부 확률이라고 하고 P (요 U ) 로 나타낸다. 

v { b \ a )= v ^ a ^ ( 단， PU) 〉 o) 


예제 


_ 39. 한 개의 주사위를 던져서 짝수의 눈이 나왔을 때，그 

것이 소수일 확률을 구하여라. 


풀이 짝수의 눈이 나오는 사건을 A , 소수의 눈이 나오는 사건 
을 끄라고 하면 


PU ) = i ， p ( AnB ) = \ 

Z D 


이다. 따라서 구하는 확4 
?{ B \ A ) = 


PUn 히 
PU ) + 


1 / 6 _ 1 
172 _ ¥' 


예제 


_ 40. 아래 표는 어느 학급 학생 50명에 대하여 어떤 영화 

의 관람 여부에 따른 남녀 학생 수를 조사하여 나타낸 것이다. 


、\\ 하새 

관看세군 

남학생 

여학생 

합계 

관람 

12 

18 

20 

미 관람 

8 

12 

20 

합계 

20 

30 

50 


이 중에서 임의로 뽑은 한 명이 여학생이었을 때，그 학생이 영 
화를 관람한 학생일 확률을 구하여라. 


풀이 임의로 뽑은 학생이 여학생인 사건을 고，영화를 관람한 
학생인 사건을 끄라고 하면 


P ") = f =*，(■) 


18_ 9 
50 _ 25 * 


따라서 구하는 확률은 


P ( B \ A ) = 


p ( AnB ) 

PU) 


9/25 _ 3 
3/5 — ¥• 


예제 


41. 두 사건 A , 6 에 대하여 


PU ) = |, P (^) = |, PU c n ^ c ) = | 
일 때， P (끄 U ) 의 값을 구하여라. 


풀이 P ( y 4 c n ^ c ) = P ((^ U ^) c ) = l - P (^4 U ^) 


10 


이므로 


P ( AUB ) 


7 


10 


이다. pUu 끄) = p (고) + P (公)一 PUn 끄)이므로 다 
는다. 

7 1 9 

■+4—PUn 끄 ) 


ᄋ ᄋ 

1그'ᄅ厂 


얻 


10 2 


확률의 곱셈 정리 

두 사건 고，끄가 동시에 일어날 확률은 다음과 같다. 

① PUn 公) = pU ) p (公 I 고) (단， PU ) > o ) 

② PUn ^)= p (^) PUI ^) (단， p (公)〉 o ) 


예제 


시 


_ 42. 10장의 복권 중 4장의 당첨 복권이 들어 있 

에서 갑，을의 순서로 각각 1 장씩 뽑을 때，다음을 구하여라. 
(단，뽑은 복권은 다시 넣지 않는다.) 

( 1 ) 갑，을이 모두 당첨 복권을 
⑵ 을이 당첨 복권을 뽑~ ᄒᄂ 


보ᄇ ᄋ 

선 S 


S 


풀이 갑，을이 당첨 복권을 뽑는 사건을 각각 A , 끄라 하자. 


(1) 갑이 당첨 복권을 뽑을 확률은 PU ) 


4 


10 . 




갑이 당첨 복권을 뽑았을 때 을도 당첨 복권을 뽑4 

3_ 1 

n . 

따라서 구하는 확률은 

4 1 2 




pUn 公) = pU ) p (公 U ) 


10 3 15 ' 

( 2 ) 갑이 당첨 복권을 뽑고 을도 당첨 복권을 뽑을 확나 

2 


PUn 必) 


15 


갑이 당첨 복권을 뽑지 않고 을이 당첨 복권을 뽑을 확률ᄀ 


6 


4 4 


p (■ 너 PU0_ C ): 10 9 15 . 

사건 고 n 끄와 사건 a c hb ^ 서로 배반사건이므로 구하 


확 


p (히 =pUn 公) + PU c n 끄) 


2 


4 


15 15 




예제 


_ 43. 주머니 A 에는 흰 바둑돌 4개，검은 바둑돌 3개가 들 

어 있 고， 주머니 묘에는 흰 바둑돌 2개，검은 바둑돌 4개가 들어 
있다 A , B 두 주머니 중에서 한 주머니를 임의로 택하여 2개의 
바둑돌을 동시에 꺼냈더니 흰 바둑돌과 검은 바둑돌이 각각 한 
개씩 나왔을 때，이 바둑돌 2 개가 모두 주머니 A 에서 나왔을 확 


S ᄋ 


구하여라. 


풀이 주머니 A 를 택하는 사건을 고，주머니 묘를 택하는 사건 
을 끄，흰 바둑돌과 검은 바둑돌이 각각 한 개씩 나오는 사건을 
”라 하면 

1 4。1 • 3。1 2 

= 〒， 


F(AnE)=P(A)F(E\A) 




2 7C2 

1 2 〔가 • 4C1 4 


2 


6^2 


15 


이므로 


p (묘) =PUn 묘) + P (끄 n 묘) = 흔+|= 58 


7 15 105 


이다. 따라서 구하는 확ᅴ 


PUI 」 瓦，) 


PUn 五 1 ) 2/7 


15 


P ( 五 7 ) 58/105 29 • 
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사건의 독립과 종속 

두 사건 A, 끄에 대하여 사건 고가 일어나거나 일어나지 않 
는 것이 사건 끄가 일어날 확률에 영향을 미치지 않을 때，즉 

V{B\A) = ?{B\A C ) = V(B) 

일 때 두 사건 고와 끄는 서로 독립이라고 말하고，서로 독립 
인 두 사건을 독립사건이라고 부른다. 

두 사건 A, 끄가 서로 독립이 아닐 때，즉 

?{B\A) ^?{B\A C ) 또는 P (公나) 여 P (公) 

일 때，두 사건 고와 B 는 서로 종속이라고 말하고，서로 종 
속인 두 사건을 종속사건이라고 부른다. 


예제 


44. 두 사건 A, 끄가 서로 독립이고 
PU ) = {, P (^) = { 


일 때 다음을 구하여라. 

⑴ P(B\A) (2) PUI 히 


풀이 (1) P (끄 U )= P (끄네 

5 

⑵ ?(A\B)=?(A) = ^ 


참고 두 사건이 배반사건이면 두 사건은 동시에 일어나지 않 
으므로 한 사건이 일어나면 다른 사건은 일어날 수 없다. 이것 
은 두 사건이 서로 일어날 확률에 영향을 미치므로 두 사건은 
서로 종속임을 뜻한다. 


참고 두 사건 A, 끄가 서로 독립일 때 

① 고와 伊도 서로 독립이다. 

② y 4 e 와 B 도 서로 독립이다. 

③ 고°와 伊도 서로 독립이다. 

증명 ① PUn 끄 c )= pU)p 이 임을 보이면 된다. 

p(y4) = p(^n^)+p(y4n^ c ) = P(-4)P(^)+P(^n^ c ) 
이므로 이항하여 정리하면 

PUn 끄 c ) = pU )- pU)p (公) pU ){ i-p (公)} 

이다. 이때 1一 p (公) = p (公 c ) 이므로 다음을 얻는다. 

P(AnB c )=F(A)P(B c ) 

③ PU c n ^ c )= PU c ) p (끼임을 보이면 된다. 

PU c n^ c ) = p((^u^) c ) = i-PUu^), 

이므로 다음을 얻는다. 

PU c n^ c ) = i-PUu^) 

= i - { PU )+ p (^)- PUn ^)} 

= l-P(A)-P(B)+P{AnB) 

= 1-P(A) -P(B) 

= {1-?(A)}{1-F(B)} = F(A C )?(B C ) ■ 


예제 


46. 승 

가 차례로 숲 


-차기의 성공률이 각각 0.7, 0.8 인 두 선수 A , B 
-차기를 할 때，다음을 구하여라. 

(1) A , B 모두 승부차기에 성공할 확률 

(2) A 는 승부차기에 성공하고 묘는 성공하지 못할 확률 

(3) A , B 중 적어도 한 명이 승부차기에 성공할 확률 


한편 두 사건이 서로 독립이면 한 사건이 일어나는 것이 다른 
사건이 일어날 확률에 영향을 주지 않으므로 두 사건은 동시에 
일어날 수 있다. 이것은 두 사건이 서로 배반사건이 아님을 뜻 
한다. □ 


독립의 조건 

PU) > 0, P(B) > 0 일 때，두 사건 A, 끄가 서로 독립이기 
위한 필요충분조건은 

P(AnB)=?(A) P ( 公 ). 


증명 A, 끄가 서로 독립이면 P (끄 | 고 ) =P ( 끄 ) 이므로 
PUn 公 ) =pU)p( 公 1 소 ) =pU)p( 公 ) 

이다. 역으로 PUn ^= PU ) P(»m 다음이 성립한다. 


P{B\A) = 


PUn 」 g ) 

PU ) 


PUWg ) 

PU ) 


= P(B) ■ 


예제 


45. 다 


ᄋ ᄋ 

T 그 - S 厂 


만족시키는 두 사건 A, 끄가 서로 독립인지 


종속인지 조사하여라. 

⑴ F(A) = 0-5, P ( 끄 )=0. 6, V{A^B) = 0.4 
(2) PU) =0.25, P ( 公 ) =0.4, P(^n^) =0.1 


풀이 두 선수 A ， 묘가 승부차기에 성공하는 사건을 각각 고 ， B 
라 하면 고와 B 는 서로 독립이다. 이때 고와 B c , 고"와 B, A c 

와 伊도 각각 서로 독립인 사건들이다. 

(1) P(^n^) =P(^)P(^) =0.7X0.8 = 0.56. 

(2) PUn ^ c ) = PU ) P (^ C ) =0.7X (1-0.8) =0.14. 

(3) l - P ( yl c n ^ c ) = l - PU c ) P (^ c ) = l -( l -0.7)( l -0.8) 

= 1-0.06 = 0.94. □ 


예제 


_ 47. A , B 두 사람이 번갈아가며 한 개의 주사위를 던져 

서 먼저 6의 눈이 나오는 사람이 이기기로 하였다. A 부터 시작 


하여 


S ᄋ 


ᄇ 


ᄋ 


-가 날 때까지 주사위를 던진다고 할 때， A 가 이길 확 


구하여라. 


풀이 A 가 1회에 이길 확률ᄀ 


A 가 3회에 이길 확률ᄀ 


A 가 5회에 이길 확률: 


A 가 7회에 이길 확률: 


5 5 1 

- • - • - 

6 6 6 

- \4 1 


b / b 

5\ 6 1 

6 / • ~6 , 


5 

~6 


\2 


6 


풀이 (1) 1 ) ( 고 )1 ) ( 끄 ) =0.5><0.6 = 0.3 국 1 ) ( 고 0 끄)이므로 두 
사건 A, B 는 서로 종속이다. 

(2) PU)P (公) =0.25 X 0.4 = 0.1 = PUn 끄)이므로 두 사건 
A, B 는 서로 독립이다. □ 


각각의 사건은 서로 배반사건이므로 구하는 확률은 
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독립시행의 확률 

동일한 시행을 여러 번 반복할 때，각 시행에서 일어나는 사 
건이 서로 독립인 경우 이러한 시행을 독립 시행이라고 부른 
다. 1회의 시행에서 사건 고가 일어날 확률이 p 일 때， n 회의 
독립시행에서 사건 고가 r 회 일어날 확률은 

n C r p r (l — p) n ~ r (단， 0 < r < n) 


예제 


_ 48 . 한 개의 주사위를 4번 던져서 1 의 눈이 3번 나올 확 

ᄅ。구하여라. 




풀이 4 c : 


3 / r \ 


1 


324 * 


예제 


_ 49 . 한 개의 동전을 5번 던질 때，다음을 구하여라. 

(1) 앞면이 3번 나올 확률 

(2) 앞면이 4번 이상 나올 확률 

(3) 앞면이 적어도 2번 나올 확률 


3/ 1 \ 2 


풀이 ⑴ oC, 


2 / \ 2 

(2) 앞면이 4번 나올 확냐 

앞면이 5번 나올 확냐 
따라서 구하는 확률옥 

(3) 앞면이 0번 나올 확^ 


16 . 


5C41 


5C5 ' 


2 


2 


4/ 1 \ 1 


2 32， 


5/ 1 \0 


5 


2/ 32 ' 

3 


32 32 16 ' 

1 \0/ \5 


5 C 이 2 


앞면이 1번 나올 확률은 5 C 


2 


2 


1/ 1 \ 


2 


32， 


32 


따^서 구하는 


1- 


13 


32 32 / 16 ' 


Q 이산확률변수와 확률분포 


어떤 시행의 결과에 따라 표본공간의 각 원소에 하나의 실숫값 
을 대응시키고，그 값에 확률이 각각 주어지는 변수를 확률변수 
라고 한다. 확률변수 가 어떤 값 x 를 취할 확률을 기호로 

P(X=x) 

로 나타낸다. 

확률변수 ^가 취하는 값과 그 값을 취할 확률 사이의 대응 관 
계를 Z 의 확률분포라고 부른다. 

확률변수 고:가 취할 수 있는 값이 유한개이거나 자연수와 같이 
셀 수 있을 때，요를 이산확률변수라고 부른다. 

이산확률변수 X 7\ 취할 수 있는 값이 x x , x 2 , x 3 , …，、일 
때， Z 의 각 값에 그:가 그 값을 취할 확률 Pl , p 2 , p 3 , …， Pn 을 
대응시키는 함수 

직) = 과 

를 이산확률변수 ᅫ 확률질량함수라 고 부른다. 


이산확률변수 

이산확률변수 ᅫ 확률질량함수가 P(X= Xi ) = 次일 때 

(1) 확률질량함수의 성질 

① 0 < ^ < 1 
n 

② Y^Pi = 1 

i = l . . 

③ P ( x i < X < Xj ) = J]P(^ = x k ) = YjPk (단 ， i - 

k=i k=i 

n 

⑵ 평균(기댓값) : E(X) = ' YjX i p i 

i = l 

n 

(3) 분산 : V(X) = E{(X—m) 2 }= ^ i ( x i — m ) 2 p i 

= E ( X 2 )-{ E ( X )} 2 
⑷ 표준편차 : a ( X )= W { X ) 


증명 (3) 평균을 m 이라고 하면 

n 

y ( X ) = Y ^{ x i - m ) 2 p i 

i = l 

n n n 

= Yj x ] vi ~ 2 m Yj x iPi Jrm2 YjVi 

i = l i = l i = l 

n n 

~ S x \Vi ~ 2m 2 + m 2 = x \Vi ~ m 2 

i=l i=l 

= E(x 2 )-{E(x )} 2 m 


예제 


50 . 확률변수 그:의 확률분포를 


표로 나타내면 아래와 같다. 


X 

0 

1 

2 

3 

합계 

P(X= x) 

1 

~6 

1 

¥ 

a 

1 

~6 

1 


이때 다음에 답하여라. 

(1) 상수 a 의 값을 구하여라. 

(2) P(X=1 또는 그: =3) 의 값을 구하여라. 

⑶ P(X <2) 의 값을 구하여라. 

풀이 이산확률변수의 확률분포표는 상대도수분포표와 갈은 것 
이라고 생각하면 쉽다. 

(1) |+|+ a + 士= 1 이:^ a = 

0 6 D 3 

(2) P ( X =1 또는 X= 3) = ?( X = 1) +P(X= 3) 

= I + I = I 

3+6 2 ' 

(3) P(X<2) = P(X =0)+ P ( X =1) = 士 + 씨. r 

D O Z 


예제 


51 . 확률변수 ᅫ 확률질량함수가 


P(X= x) = ^- (x = 1, 2, 3, 4, 5) 
k 

일 때，다음에 답하여라. 

(1) 상수 k 를 구하여라. 

⑵ P(2 드 Z 브 4) 의 값을 구하여라. 


풀이 (1) t + T + I +4+4=1 이므로 & =15. 

L 、 L 、 L 、 L 、 

i\j hj i\j hj tv 

⑵ P(2 < X< 4) = P(X=2)+P(X=3)+P(X=4) 


2 3 4 _ 3 

15 _+ T 5 + T 5 __ 5~* 
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예제 


52. 확률변수 교의 확률분포가 아래 표와 같을 때，ᅫ 


기댓값을 구하여라. 


X 

2 

4 

8 

합계 

P(X= x) 

1 

¥ 

1 

~2 

3 

¥ 

1 


풀이 


E ( 고 T) 2 • — + 4 • —+8 


8 


2 


3 _ 21 


평균，분산，표준편차의 성질 

a, &가 상수일 때 

① 평균 : E(aX+6) = aE(X) +6 

② 분산 : V(aX+&) =a 2 V(X) 

③ 표준편차 : a(aX+b)=\a\(j(X) 


증명 확률변수 X $] 평균을 m 이라고 하고 Y = aX + b^\JL 하 

자. 

n n n 

① E ( aX + b ) = S (- i ^^) Pi = a Yj x iPi 


= aE(X) -\-b 


② Y(aX+b) = 

n 

i = l 

E(Y)f Pl 

n 

= Yj{^ ax i 

i = l 

+ 6) — (a 

m-\~b)YPi 

n 

= Y]a 2 (x i 

i = l 

~m) 2 p i 


n 

= a 2 Y](x i 

— m) 2 p^ 

= a 2 V(X) 


③ a{aX+b) = 、 /V (aX-\~b) = \/a 2 V(X) =\a\a(X). ■ 


예제 


53. 확률변수 ᅫ 확률분포를 


표로 나타내면 아래와 같다. 


X 

1 

2 

3 

합계 

F(X= x) 

1 

J 

1 

J 

1 

J 

1 


이때 다음을 구하여라. 

(1) E (3 X -1) (2) V (2 X +3) (3) cr (-2 X + l ) 

풀0| E ( X ) = 1 • |+2 • |+3 • j =2 

V(X) = E(X 2 )-{E(X)} 2 = 1 2 • j 十 2 2 • |+3 2 • }-2 2 =j, 
cr ( X ) — VV ( X ) = 

(1) E (3 X - l )=3 E ( X )- l =3 - 2-1 = 5. 

(2) V (2 X +3) =2 2 V ( X ) =4 • ^-=2. 

⑶ a (-2 X + l ) =|-2| a ( X ) =2 • -^= 、「 i . 

쇼 



이항분포 

한 번의 시행에서 사건 고가 일어날 확률이 p 로 일정할 때， 
71번의 독립시행에서 사건 고가 일어나는 횟수를 확률변수 X 
라 하면 Z 의 확률질량함수는 

P(X= x) = n C x p x q a ~ x 

이다. (단， q = l — p ) 이와 같은 확률분포를 이항분포라고 부 
르고 기호로 B ( n , 비로 나타낸다. 

이때 평균，분산，표준편차는 다음과 갈다. 

① 평균 : E(X) = np 

② 분산 : V (X) = npq 

③ 표준편차 : cr ( X ) = 、Jnpq 


증명 ① E (성 = Ox n C oP V + lx n C lP V 一 1 

+ 2x n C 2 pV 아 … + nX n C，' 



r = 1 

= np{p-\- q) n ~ l = np 


② V(X) = E(X 2 ) - {E(X)} 2 = S r 2 n C rP r q" - (np) 2 

r = 0 
n 

= XI (r 2 — r + r) n C r p r q n ~ r — (np) 2 

r = 0 

n n 

= Y^rW-D n C r p r q n - r + S r n C r p r q n ~ r - (np) 2 

r = 0 r = 0 

n 

= n(n—l)p 2 히 n _ 2 C r _ 2 p r_2 g n_r +np— (np) 2 

r = 2 
71 — 2 

= n(n— l)p 2 히 n — 2 C k p k q n - 2 — k + np—(np) 2 

k = 0 

= n(n— l)p 2 (p-\-q) n ~ 2 + np_n 2 p 2 
= n(、n — 1) p 2 + np — n 2 p 2 = np(、l — p) = npq 


다른 방법의 증명 ① 이항정리에서 

n 

{x + q) n = Y] n C r x r q n - r 

r = 0 

양변을 X 에 대하여 미분하면 


n[x 


+ 公) 


n 


n — 1 


s 

r = 0 


r n C r 


— 1 n- 

x q 


양변에 x 를 곱하면 


n 

nx{x + q) n ~ l = ， r n C r x r q n — r 

r = 0 


양변에 를 대입하면 


npQp + qY 1 — 1 = J] r n C r p r q n ~ r 

r = 0 

여기서 우변은 EU ：) 와 같 고， : p + g=l 이므로 

E(X) = np{p + q) n ~ l = np. 
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② 위 ④의 양변을 X 에 대하여 미분하면 

n 

n{x + q) n ~ l - \-n{n—l)x{x-\-q) n ~ 2 = 多 ] r 2 r x r ~ l q n ~ r 

r = 0 

양변에 x 를 곱하면 

n 

nx{x + q) n ~ l +n(n— l)x 2 (x -\~q) n ~ 2 = 히 r 2 n C r x r q n - r 

r = 0 

冗 를 대입하면 

n 

E(X 2 )= J £r 2 n C r p r q n - r 

r = 0 

= np(p = q) n ~ l +n(n— l)p 2 (p-\-q) n ~ 2 
= np-\-n(n — 1 )p 2 — npn 2 p 2 — np 2 

그런데 vU ：) = eUt 2 ) — { EU ：)} 2 이므로 


o 연속확률변수와확률분포 


강수량，시험 점수，신생아의 체중 등과 갈은 자연 현상이나 사 
회 현상을 관찰하여 얻은 자료의 상대도수를 계급의 크기를 작 
게 하여 히스토그램으로 나타내면 자료의 개수가 커질수록 오른 
쪽 그림과 같이 어떤 값을 중심으로 대칭적으로 분포하며 중심 
에서 멀어질수록 도수가 작아지는 종 모양의 곡선에 가까워진 
다. 



V (X) = np-\~n 2 p 2 — np 2 — (np) 2 = np(l —p) = npq. 


예제 


54. 확률변수 그:가 이항분포 B[5, 을 따를 때 다&~ 


1] a 


구하여 라. 

( 1 ) p(x=i) 


(2) P(X=3) 


이러한 분포를 정규분포라고 부른다. 정규분포의 개념을 알기 
위하여 먼저 연속확률변수에 대하여 살펴보자. 

확률변수 X 가 어떤 구간에 속하는 모든 실숫값을 취할 때 ，X 

를 연속확률변수라고 부른 다 . 

구간 [ a , 別에서 정의된 연속확률변수 고:에 대하여 세 조건 


풀0| (1) P ( Z =1) = 5 ᅬ♦가 

/ 1 \3/ 2 \ 2 

⑵ P(X=3) = 5 C 3 (-] (신 = 


2 \ 4 
3, = 

40 

243 ' 


80 

243 ' 


예제 


55. 발아율이 90%인 씨앗을 1 ⑴개 심었을 때，발아되는 
씨앗의 개수를 확률변수 고:라고 하자. 이때 ᅫ 평균과 분산을 
구하여라. 


풀이 太는 이항분포 B( 100 , 0.9) 를 따른다. 따라서 
E(X) = 100 父 0.9 = 90, V(X) = 100 X 0.9 X 0.1 = 9. 


① f ( x ) > 0 

rP 

② / f ( x)dx = 1 

J a 

③ P(a < X < b ) = f f ( x)dx (단， a < a < b < f 3) 

J a 

를 모두 만족시키는 연속함수 /(비를 ᅫ 확률밀도함수라고 
부른다 . ( q ： < x < /5) 


참고 연속확률변수의 확률밀도함수의 정의는 이산확률변수의 
확률밀도함수의 정의에서 합기호(시그마)를 적분으로 바꾼 것이 
라고 생각하면 된다. C 


예제 


56. 치료율이 60%인 약을 n 명의 환자에게 투여하였을 


때 치료된 환자의 






확률변수 고:라 하면 E(X)=48 이라고 


한다. 다음에 답하여라. n 의 값과 VU ：) 의 값을 구하여라. 


풀이 그:는 이항분포 B(n, 0 . 6 ) 을 따른다. 이때 E(X)=48 이 
므로 0.6n = 48 즉 n = 80 이다. 또한 

6 4 95 

V (X) = npq = np(l —p) = 80 X — rX - 777 = ^ 厂 
J 10 10 5 

이다. □ 


큰 수의 법칙 

어떤 시행에서 사건 고가 일어날 확률이 p 일 때， ri 번의 독립 
시행에서 사건 고가 일어나는 횟수를 Z 라 하면 임의의 양수 
/i 에 대하여 


lim p( 

x 

\ 

—V 

<h 

n^oo \ 

n 

/ 


이다. 


참고 큰 수의 법칙에 의하면 시행 횟수가 충분히 클 때 통계 
적 확률은 수학적 확률에 가까워짐을 알 수 있다. 따라서 수학 
적 확률을 구하기 어려운 경우에 시행 횟수가 충분히 크면 통계 
적 확률을 대신 사용할 수 있다. □ 


예제 


57. 연속확률변수 ᅫ 확률밀도함수가 



(0 < x < 4) 


일 때， P (0 < 고:< 2) 의 값을 구하여라. 


풀이 


p(o < x < 2 ) = 




dx = 



예제 


58. 연속확률변수 Z 의 확률밀도함수가 


f ( x ) = kx (0 < x < 2) 


일 때 다음에 답하여라. 

(1) 상수 사의 값을 구하여라. 

⑵ P (0 브 1 ) 의 값을 구하여라. 


풀이 (1) 확률밀도함수의 정의에 따라 

/ 2 /»2 

f ( x ) dx = I kxdx = 2 k 
3 J 0 


의 값이 1 이 되어야 하므로 사= +이다. 

(2) f ( x ) = 이므로 

P( 0 <X<l)= f \xdx = \. 

2 4 
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연속확률변수의 평균，분산，표준편차 

구간 [ Q ：， 꺼에서 정의된 연속확률변수 ᅫ 확률밀도함수가 
/ U ) 일 때 평균，분산，표준편차는 다음과 갈다. 


① 평균 : E ( X ) 



② 분산 : V ( X ) = E {( X - m ) 2 } = 



[x — m) 2 f[x)dx 


= f x 2 f{x)dx — m 2 = E ( X 2 ) — { E ( X )} 2 

J a 


③ 표준편차 : a(X) = 、卜八、 X) 


증명 ② V(X) = E((X-m) 2 ) 


성 


(x — m) 2 f(x) dx 


a 




a 


{ 또 2 /( x) — 2mxf(x ) f( x)}dx 


小 


'(3 


'(3 


x 2 f(x) dx — 2m I xf(x) dx + m 2 / f (x) dx 


a 


a 


a 


.13 


x 2 f(x) dx — 2m • m + m 2 • 1 


a 




x 2 f(x) dx — m 2 = E ( X 2 ) — { E ( X )}" 


a 


■ 


예제 


_ 59. 연속확률변수 ᅫ 확률밀도함수가 

f(x) = 3x 2 (0 < x < 1) 

일 때， Z 의 평균，분산，표준편차를 구하여라. 


풀이 E ( X ) 


xf(x)dx= I x • 3x 2 dx 
o ^ o 


4 


V ( X ) = / x 2 f{x)dx — { E ( X )}' 
o 

i / 3 \2 

x 2 . 3x 2 dx — — = . 

o 14/ 80 


3 


a(X) = W(X) 


v / I 子 


80 


20 . 


평균，분산，표준편차의 성질 

a, &가 상수일 때 
① 평균 : E ( aX +6) = aE ( X ) +6 

( 2 ) 분산 : V ( aX +&) = a 2 V ( X ) 

③ 표준편차 : a(aX+b)=\a\cr(X) 


정규분포를 정의하기 위해서는 오일러 상수를 사용한다. 극한 

1 V" 1 

lim n — 

n^oo \ Tl I 

은 무리수 2.718281828459045 … 에 수렴한다. 이 값을 오일러 
상수라 고 부르고 e 로 나타낸다. 즉 

e = 2.718281828459045 • •- 

이다. [오일러 상수를 네이피어 상수라고 부르기도 한다.] [참고 
로 오일러 상수 중에서는 7로 나타내는 값도 있는데，이것은 고 
등학교 범위에서 벗어나므로 여기서 다투지 않는다.] 


연속확률변수 ᅫ 확률밀도함수 /(비가 



V 2 


e 


7T <7 


(x —m) 
2a 2 


2 


일 때， Z 의 확률분포를 정규 분포라고 부르고，/(비의 그래프를 
정규 분포곡선이라고 부른다. ( m , a 는 상수이고 a 〉0.) 



위와 같이 정의된 정규분포의 평균은 m 이고 표준편차는 a 이다. 
이러한 정규분포를 N ( m , cr 2 ) 으로 나타낸다. 


참고 정규분포의 확률은 다음과 같이 구한다. 


P (a < X < b ) = 



(x — m) 2 

2a dx 


정규분포곡선의 성질 

정규분포 N ( m , a 2 ) 을 따르는 확률변수 그:의 정규분포곡선 
에는 다음과 같은 성질이 있다. 

① 직선 x = m 에 대하여 대칭인 종 모양이고， x 죽이 점근 
선이다. 

② 곡선과 x 축 사이의 넓이는 1이다. 

③ m 의 값이 일정할 때，「의 값이 클수록 곡선의 가운데 
부분이 낮아지고 옆으로 퍼진 모양이 된다. 

④ ᄍ의 값이 일정할 때， m 의 값이 변하면 대칭축의 위치는 
바뀌지만 곡선의 모양은 변하지 않는다. 


( rn x < m 2 ) : 




우리가 실제로 살고 있는 세상에서 일어나는 일들은 정규분포를 
따르는 경우가 많다. 그러나 정규분포의 정의가 상당히 복잡하 
여서 확률을 구하기가 어렵다. 따라서 정규분포를 평균이 0이고 
표준편차가 1인 표준정규분포로 변환하여 사용한다. 

평균이 0, 표준편차가 1인 정규분포 N (0, 1) 을 표준정규분포라 
고 부른다. 확률변수 公가 표준정규분포를 따를 때，《의 확률밀 
도함수는 다음과 갈다. 

， ( 에 4 
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일반적인 정규분포를 표준정규분포로 바꾸는 방법은 다음과 갈다. 


정규분포의 표준화 

그:가 정규분포 N(m, a 2 ) 을 따를 때，확률변수 


은 표준정규분포 N(0, 1) 을 따른다. 


이와 같이 정규분포 N(m, a 2 ) 을 따르는 확률변수 고:를 표 
준정규분포 N(0, 1) 을 따르는 확률변수 公로 바꾸는 것을 
표준화 한다고 말한다. 이때 다음이 성립한다. 


미/ 다 7 、 a_m 厂 7 

P(a < X < b ) = P( - < Z < 


b — m 
a 


임의의 양수 z 에 대하여 0 < 么일 
확률 P(0 브 Z 드 시는 오른쪽 그림에 
서 색칠한 부분의 넓이와 갈고，그 값 
은 표준정규분포표에서 찾을 수 있다. 



표준정규분포표 


Z 

0.00 

0.01 

0.02 

… 

: 





1.7 



0.4573 








이를테면 위의 표준정규분포표에서 

P(0 < Z< 1.72) =0.4573 


임을 알 수 있다. 

한편 표준정규분포의 확률밀도함수 /(시의 그래프는 2/축에 대 
하여 대칭이므로 다음이 성립함을 알 수 있다. 

?(-z < Z < 0) = P(0 < Z< z ) (단， ^>0) 


예제 


60. 확률변수 公가 


이용하여 다음 


s ᄋ 


N(0, 1) 을 따를 때，표 
구하여라. 


(1) ?( Z < 2) 


(2) P (— 1.5 < Z < 2.5) 


풀이 (1) P(Z< 2) = P(Z< 0)+P(0 < Z< 2) 
= 0.5 + 0.4772 = 0.9772 
(2) P(-1.5 < Z < 2.5) 

= P(-1.5 < Z< 0)+P(0 < Z< 2.5) 

= P(0 < Z< 1.5) + P(0 < 2.5) 

= 0.4332 + 0.4938 = 0.9270 


일반적인 정규분포의 확률을 구할 때에는 표준화하여 표준정규 
분포의 확률을 구하면 된다. 


예제 


_ 61. 확률변수 그:가 정규분포 N(150, 20 2 ) 을 따를 때，확 

률 P(170 < X< 190) 을 구하여라. 


풀이 확률변수 고:가 정규분포 N(150, 20 2 ) 을 따르므로 이것을 
화하면 


Z = 


X-150 
一 20 


은 표준정규분포 N(0, 1) 을 따른다. 


P(170 도 ^ 

= P(l < Z< 2) 

= P(0 < 2)-P(0 < Z< 1) 

= 0.4772-0.3413 = 0.1359 


예제 


_ 62. 어느 과수원에서 수확한 포도 한 송이의 무게는 평균 

이 300 g 이고 표준편차가 25 요인 정규분포를 따른다고 한다. 포 
도 한 송이를 택할 때，무게가 340 g 이상일 확률을 구하여라. 


풀이 포도 한 송이의 무게를 고:라고 하면 확률변수 必는 정규 
분포 N(300, 25 2 ) 을 따르므로 

ᄍ X- 300 
25 

은 표준정규분포 N(0, 1) 을 따른다. 


따라서 무게가 340 g 이상일 확률은 

P(X> 340) = p(^> 340 ~ 300 ' 

\ 25 / 

= P ( Z > 1.6) 

= ?( Z > 0)-P(0 < Z< 1.6) 
= 0.5-0.4452 = 0.0548 


한편 정규분포 N(m, a 2 ) 을 따르는 확률변수 에 대하여 다음 

이 성립한다. 

P ( | X — m | <(j)=P(—1<Z<1) = 0.6826 
P ( \ X—m \ < 2cr) = P (—2 < Z < 2) = 0.9544 
P (| X— m | < 3cr) = P (— 3 < Z < 3) = 0.9974 

즉 Z 는 평균에서 a ，2 a , 3 a 범위 내에 있을 확률이 각각 
0.6826, 0.9544, 0.9974 이다. 



예제 


63. 어느 고등학교 남학생 500명의 키는 평균 170 cm , 
표준편차 5 cm 인 정규분포를 따른다고 한다. 키가 165 cm 이상 
180 cm 이하인 남학생은 약 몇 명인지 구하여라. 


풀이 남학생의 키를 고:라 하면 확률변수 요는 평균이 170, 표 
준편차가 5 인 정규분포 N(170, 5 2 ) 을 따르므로 




X -170 


라고 하면 公는 표준정규분포 N(0, 1) 을 따른다. 


P(165 도 180) = p(^i^^ Z 도 

\ 5 5 / 

= P(-1 < Z< 2) = P(0 < 1)+P(0 < Z< 2) 

= 0.3413 + 0.4772 = 0.8185 


따라서 구하는 남학생 수는 500X0.8185 — 409( 명). 
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n = 10, 25， 50 일 때의 이항분포 B n , | 의 그래프는 아래 

\ 6 / 

그림과 갈다. 



이때 이항분포는 n 의 값이 커질수록 점차 정규분포에 가까워짐 
을 알 수 있다. 실제로 확률변수 Z 가 이항분포 B ( n , p ) 를 따 
를 때，이 중분히 크면 요는 평균이 rip 이고 분산이 npq 인 정 
규분포 N ( np , npg ) 에 가까워진다는 사실이 알려져 있다. 

따라서 확률변수 고:가 이항분포 B ( n , 비를 따를 때， n 이 충분 
히 크면 확률변수 

z= X-np 
、l npq 

는 표준정규분포 N (0, 1) 을 따른다. 


이항분포와 정규분포의 관계 

확률변수 그:가 이항분포 B ( n , 비를 따를 때，기이 충분히 크 
면 요는 근사적으로 정규분포 N ( np , npq ) 를: 따른다 . 


ri 이 충분히 크다는 것은 일반적으로 np >5 이고 
ng > 5 일 때를 뜻한다. □ 


확률변수 그:가 이항분포 B ( n , p ) 를 따를 때， 71 의 값이 
크면 그:가 근사적으로 정규분포 N ( np , npq ) 를 따르므로 

X—np 


z- 


、j npq 


로 표준화하여 확률을 구한다. 


예제 


64. 확률변수 X 가 이항분포 B 400, - 을 따를 때， 


2 


P (180 < X < 205) 를 구하여라. 


풀이 太는 이항분포 B [400, - 을 따르므로 

z / 


E ( X )=400 x -=200, cr ( X ) 

左“ 


400X — X — = 10 


이때 n = 400 은 충분히 큰 수이므로 확률변수 太는 근사적으로 
N (200, 10 2 )을 따른다. 따라서 구하는 확률은 

P (180 < X < 205) = W 180 : ■ 브 브 205 _ 200 


10 " 10 

P (-2 < Z < 0.5) 

P (-2 < Z < 0)+ P (0 < 0.5) 

0.4772 + 0.1915 = 0.6687 


10 


예제 


_ 65. 은정이네 학교 학생들을 대상으로 선호하는 여름 휴 

가 장소를 조사하였더니 학생들의 40%는 바다를 선호하였다. 


이 학교 학생 150명을 임의로 골라 


겨름 휴가 소: 


조사하였을 때，바다 
을 구하여라. 


르 

sT 


학생의 수가 63명 이상일 


풀이 바다를 선호하는 학생의 수를 X 라고 하면 확률변수 Z 는 
이항분포 B (150, 0.4) 를 따르므로 ᅫ 평균과 표준편차는 

E ( X ) = 150 X 0.4 = 60, cr ( X ) = a/150 X 0.4 x 0.6 = 6 

이때 n = 150 은 충분히 큰 수이므로 확률변수 太는 근사적으로 
정규분포 N (60, 6 2 )을 따른다. 

따라서 구하는 확률은 

P ( X > 63) 네: 60 > 63 ~ 6 °|- P ( Z > 0.5) 

= 0.5- P (0 < Z < 0.5) 

= 0.5-0.1915 = 0.3085 □ 


D 모평균의 추정 

통계 조사 헤어 조사 대상 전체를 
조사하는 것을 전수조사라고 부르 
고，일부분만 택하여 조사하는 것 
을 표본조사라고 부른 다 . 표본조 
사에서 조사 대상 전체를 모집단 
이라고 부르 고， 조사하기 위하여 
뽑은 모집단의 일부분을 표본이라고 부른 다 . 또 표본에 포함된 
대상의 개수를 표본의 크기라고 부른 다 . 

모집단에 속하는 각 대상을 갈은 확률로 추출하는 방법을 임의 
추출이 라고 부른다. 또 한 개의 자료를 추출한 후 추출한 것을 
되돌려 놓고 다시 추출하는 것을 복원추출이 라고 부르며，되돌 
려 놓지 않고 계속하여 추출하거나 동시에 여러 개를 추출하는 
것을 비복원추출이 라고 부른다. 

모집단에서 조사하고자 하는 특성을 나타내는 확률변수를 ᄍ 
할 때，文의 평균，분산，표준편차를 각각 모평균，모분산，모표 

준편차라 고 부르고 이것을 기호로 m , a 2 , cr 로 나타낸다. 

모집단에서 임의추출한 크기가 ri 인 표본을 각각 馬， X 2 , …， 
시이라 할 때，이들의 평균，분산，표준편차를 각각 표본평균， 

표본분산，표본표준편차라고 부르고 기호로 X ，" 2 , "로 나타낸 

다. 



표본의 평균，분산 

모집단에서 임의추출한 크기가 71인 표본이 馬，…，고；일 때 


① 

-^-( X 1 + X 2 H hXj = 

1 71 

丄 以 

n i=i 

② 公 2 = 

= ᅩ{(馬 —성 2 + ( x 2 

n — l K 

- 호) 2 +… + UT n - 곳) 2 } 


= 그丁 SU 厂系 2 
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참고 표본분산은 모분산과의 차이를 줄이기 위해 편차의 제곱 
의 합을 기이 아닌 71— 1 로 나눈다. [ 

일반적으로 평균이 m 이고 분산이 a 2 인 어떤 모집단에서 복원 
추출로 크기 n 인 표본 不， X 2 , X 3 , …，자을 독립시행으로 추 

출하였을 때，치，요2, 爲，…，美은 각각 Z 와 갈은 확률분포 
를 가전다. 따라서 

E(Xj = E ( X 2 ) ="= E ( X n ) = m , 

\《馬)세 2 卜"= V ( X n )= a 2 


이므로 


E (^ E k § 


1 n 

丄 s 

n ^ 


n 


v(x) = v 스 5 ] 그 

\ n i^i i 


n 

s 


m 


a 


n i 


n 


이 성립^다. 


표본평균의 평균，분산，표준편차 

모평균이 m , 모표준편차가 a 인 모집단에서 크기가 n 인 표 

본을 임의로 복원추출할 때，표본평균 포의 평균，분산，표준 
편차는 다음과 같다. 

E ( X ) = m , V ( X ) = a ( X ) = — ^ 

n 、jn 


예제 


_ 66. 모집단의 

다음과 갈다. 


-변수 Z 의 확 


S 1=3 






S 


표로 ^타내면 


X 

10 

20 

30 

40 

합계 

P ( X = x ) 

1 

J 

1 

J 

1 

J 

1 

J 

1 


이 모집단에서 크기가 5인 표본을 복원추출할 때，표본평균 X 
의 평균과 분산을 구하여라. 

풀이 주어진 ᅫ 확률분포에서 

E (고 T ) = 10 • — + 20 • -「+ 30 • — +40 • — = 25 

4 4 4 4 

V ( X ) = 10 2 • v +20 2 • v +30 2 • V + 40 2 • 4= 125 

4 4 4 4 

이때 표본의 크기가 5이므로 

E (玄) = 25, V ( X ) = ^-= 25. □ 

5 


표본평균의 분포 

모평균이 m , 모분산이 a 2 인 모집단에서 크기가 ri 인 표본을 
임의추출할 때，다음이 성립한다. 

① 모집단이 정규분포 N ( m , a 2 ) 을 따르면 표본평균 포는 

，n 병포 N(m, 위을 따른다. 

② 모집단이 정규분포를 따르지 않더라도 표본의 크기 71이 
충분히 크면 표본평균 포는 근사적으로 정규분포 

N m , 느 을 따른다. 


예제 


67. 정규분포 N (200, 40 2 )을 따르는 모집단에서 크기가 


100인 표본을 임의추출할 때，표본평균 포에 대하여 다음을 구 
하여라. 


⑴ E (玄)， V ( X ) 


(2) P (196 < X < 204) 


풀이 (1) E ( X ) 
(2) 표본평균 X 


200, V (玄) 


4이 


16. 


z- 


100 

N (200, 4 2 )을 따르므로 

X-200 
— _4^ 


으로 놓으면 확률변수 公는 표준정규분포 N (0, 1) 을 따른다. 
P(196^X^ 204) = P(-^^^^ 204 - 200 ^ 


4 

P(-l < Z < 1) = 2 P (0 < Z < 1) 
2 X 0.3413 = 0.6826. 


4 


예제 


_ 68. 어느 회사에서 생산하는 핸 

드크림의 무게는 평균 50 g , 표준편차 
16 g 인 정규분포를 따른다고 한다. 이 
회사에서 생산되는 핸드크림 중 임의추 
출한 제품 64개의 무게의 평균이 48 g 
이상 54 g 이하일 확률을 오른쪽 
이용하여 구하여라. 


z 

P (0< Z < z ) 

1.0 

0.3413 

1.5 

0.4332 

2.0 

0.4772 

2.5 

0.4938 


풀이 모집단이 정규분포 N (50, 16 2 )을 따르 고， 표본의 크기가 
64이므로 표본평균 포는 정규분포 N ^ O , 즉 N (50, 2 2 ) 
을 따른다. 따라서 


Z = 



으로 놓으면 확률변수 公는 표준정규분포 N (0, 1) 을 따르므로 
구하는 ^률은 


= P (-1 < Z < 2) = P (0 < Z < 1)+ P (0 < Z < 2) 
= 0.3413 + 0.4772 = 0.8185. 


P (48 < X < 54) = P | 


48-50 
一 2 一 


< Z < 


54-50 
一조¬ 


모집단의 성질을 알려고 할 때，전수조사가 어려운 경우에는 모 
집단의 일부인 표본을 조사하여 얻은 정보를 이용하여 모집단의 
성질을 추측할 수 있다. 이대 표본에서 얻은 자료를 근거로 모 
집단의 특성을 나타내는 값을 추측하는 것을 추정이라고 부른 

다. 

표본평균을 이용하여 모평균을 추정하는 방법을 알아보자. 

정규분포 N ( m , a 2 ) 을 따르는 모 
집단에서 크기가 n 인 표본을 임의 

추출했을 때，표본평균 포는 정규분 
포 N ( m , a 2 / n ) 을 따른다. 따라서 

포를 표준화한 확률변수 公는 표준정규분포 N (0, 1) 을 따른다. 
한편 표준정규분포의 성질에 의하여 

P (-1.96 < Z < 1.96) =0.95 



이다. 
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그러므로 다음 결과를 얻을 수 있다. 


1.96 < 


m 


< 1.96 


<7 


P | X -1.96-^-< m < X +1.96 - ᄍ 


0.95 


위의 


시으 


구간 


1.96^r-, 호牛 1.96 a 


에 모평균 m 이 포함될 확률이 0.95 임을 나타내므로 이 구간을 
모평균 m 의 신뢰도 95%의 신뢰구간이라고 부른다. 


N ( m , cr 2 ) 을 따르는 모집단에서 크기가 n 표 


본을 임의추출할 때，표본평균을 X 라 하면 신뢰도에 따른 모평 
균 m 의 신뢰구간의 길이는 다음과 같다. 


① 신뢰도 95%의 신뢰구간의 길이 : 2 X 1.96 


(7 


② 신뢰도 99%의 신뢰구간의 길이 : 2 X 2.58- 


<7 


표본의 크기가 일정할 때 신뢰도가 높아지면 신뢰구간의 길이는 
길어진다. 한편 신뢰도가 일정할 때 표본의 크기가 커지면 신뢰 
구간의 길이는 짧아전다. 


모평균의 추정 

정규분포 N ( m , a 2 ) 을 따르는 모집단에서 크기가 n 표본을 

임의추출할 때，표본평균을 X 라 하면 신뢰도에 따른 모평균 
m 의 신뢰구간은 다음과 같다. 


① 신뢰도 95%의 신뢰구간 : 



X +1.96 



② 신뢰도 99%의 신뢰구간 : 



X +2.58 



예제 


70. 표준편차가 15인 


모집단에서 표본 


을 임의추출하여 


신뢰도 95%로 추정할 때，신뢰구간 
의 길이가 2 이하가 되도록 하는 표본의 크기의 최솟값을 구하 
여라. 


풀이 표본의 크기를 n 이라 하자. 신뢰도 95%로 추정한 모평균 
의 신뢰구간의 길이가 2 이하가 되어야 하므로 

15 

2 X 1.96 —厂< 2 ， \fn > 29.4, n > 864.36 
V n 

이다. 따라서 표본의 크기의 최솟값은 865이다. □ 


참고 표본의 크기 n 이 충분히 크면 모표준편차 a 와 표본표준 
편차 公가 거의 같아지므로 a 대신 公를 사용하면 된다. □ 


참고 표본평균 고:는 확률변수이므 
로 추출되는 표본에 따라 그 값이 
달라지고 신뢰구간도 달라전다. 신 
뢰도 95%의 신뢰구간이란 크기가 
기인 표본을 여러 번 추출하여 신뢰 
구간을 만들 때，모평균 m 을 포함 
하는 구간이 약 95%라는 뜻이다. 



예제 


_ 69. 대학수학능력시험 수리영역 나형에 응시한 수험생 중 

임의추출한 2500명의 수험생의 점수는 평균이 65점，표준편차 
가 15점이었다. 수리영역 나형에 응시한 전체 수험생의 점수가 
정규분포를 따른다고 할 때，수리영역 나형의 평균 점수 m 에 
대하여 다음에 답하여라. 

(1) 신뢰도 95%의 신뢰구간을 구하여라. 

(2) 신뢰도 99%의 신뢰구간을 구하여라. 


풀이 (1) 표본평균은 65이고，표본의 크기 2500이 충분히 크 
므로 모표준편차 대신 표본표준편차 15를 사용할 수 있다. 


(1) 65 - 1 - 96 7»^^ 65+L96 

... 64.412 < m < 65.588. 


15 

V / 2500 


(2) 65-2.58 


15 

V2500 


< m < 65 + 2.58 


15 

〜 /2500 


... 64.226 < m < 65.774. 


예제 


_ 71. 정규분포를 따르는 어느 모집단에서 크기가 4인 표본 

을 임의추출하여 모평균을 신뢰도 a % 로 추정하였더니 신뢰구 
간의 길이가 2이었다. 동일한 신뢰도로 추정한 신뢰구간의 길이 
가 0.5 가 되도록 하려면 표본의 크기를 얼마로 해야 하는지 구 
하여라. 


풀이 모표준편차를 a , 표본의 크가 

P (\ Z \< k )- 


n , 


a 


100 


라고 하면 모평균의 신뢰도 a % 의 신뢰구간의 길이는 2 k - 


(7 


n 


4일 때 신뢰구간의 길이가 2이므로 


2 k - 


<7 


Vs 


2 


ka = 2. 


이때 신뢰구간의 길이가 0.5 가 되도록 하려면 


2 k - 


a 


0.5 


이므로 n = 64이다. 


□ 모비율의 추정 

모집단에서의 어떤 사건에 대한 비율을 고려할 때，그 비율을 
그 사건에 대한 모 비율이라고 하며，이것을 기호로 p 와 같이 나 
타낸다. 

일반적으로 모비율 p 의 값을 추정하기 위해서는 모집단에서 임 
의추출한 표본을 이용할 수 있다. 모집단에서 임의추출한 표본 
에서의 비율을 그 사건에 대한 표본비율이라고 하며，이것을 기 

호로 유로 나타낸다. 
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표본비율 

크기가 n 인 표본에서 어떤 사건이 일어나는 횟수를 라고 

할 때，이 사건에 대한 표본비율 유은 

ᄉ X 


EB 1 72. 어느 도시에는 2435 명의 고등학생이 있으며 이 중에 
서 1170 명이 여학생이라고 한다. 이 도시에 살고 있는 고등학생 
을 모집단으로 했을 때 모집단에서 여학생의 비율，즉 모비율 v 


P = 


1170 

2435 


= 0.48 


한편 모집단에서 임의추출한 300 명의 고등학생 중에서 여학생 
이 141 명이면 표본비율 p 는 


p = 


141 

300 


= 0.47 


표본비율 유= 一에서 확률변수 必는 크기가 n 인 표본에서 어떤 
n 

사건이 일어나는 횟수이므로 확률변수 고:가 취할 수 있는 값은 
0, 1，…， n 이며，모집단에서 이 사건이 일어날 확률은 p 이다. 

그러므로 확률변수 고:는 어떤 사건이 일어날 확률이 ^인 시행을 
ri 번하였을 때 그 사건이 일어난 횟수이므로 이항분포 B(n, p ) 
를 따른다. 

따라서 확률변수 Z 의 평균과 분산은 각각 

E(X) = np , V ( X ) = npq ( q=l — p ) 


이고，표 

본비- 

율 ■ p 

의 

평균과 분산 및 표준편차는 다음과 같다. 

E ( p ) 

= E ( 

기 

— 

- E ( X ) = 

np 

- = p 


n / 


n 

n 

y ( p ) 

= V 



:수 ⑶: 

npq pq 

o 



\ n 


n 2 

n 2 n 

cr (유) 

= a/v ( p ) 

pq 



일반적으로 표본의 크기 n 이 충분히 클 때，이항분포 B ( n , p ) 
를 따르는 확률변수 근사적으로 정규분포 N(np, npq ) s 

르 따르고， 



PQ 

n 


이므로 유 = i 도 근사적으로 정규분포 


n 


Nb, 


PQ 

n 


따른다. 따라서 다음을 얻- 


표본비율 유의 분포 

모비율이 p 이고 표본의 크기 ri 이 중분히 클 때，표본비율 p 

의 분포는 정규분포 nL 에 가까워진다. 따라서 

\ n / 

，、 

p-p 

[PQ 

VV 

는 근사적으로 표준정규분포 N(0, 1) 을 따른다. ( q = l - p ) 


참고 표본의 크기 n 이 크다는 것은 보통 np > 5 이고 nq >5 
일 때를 뜻한다. [ 


예제 


ᄋ 

s ' 


_ 73. 어느 회사의 직원 중에서 50% 는 정기적으로 운동 

한다고 한다. 이 회사에서 임의로 추출한 64 명 중에서 정기적으 
로 운동을 하는 사람의 비율이 40% 이상이고 57.5% 이하일 확 


S ᄋ 


구하여라. 


풀이 64 명 중에서 정기적으로 운동을 하는 사람의 비율을 p 이 

라고 하면 구하는 확률은 P(0.4 < p< 0.575) 이다. 한편 표본의 
크기는 n = 64 이고 모비율은 p = 0.5 이므로 

z = ，- 0 . 5 

/ 0.5 X 0.5 

V 一 64 一 

는 근사적으로 표준정규분포 N(0, 1) 을 따른다. 따라서 구하는 
은 


어떤 사건 고가 일어날 확률，즉 모비율이 p 인 모집단에서 크기 

가 n 인 표본을 임의추출할 때，표본비율 p =1에서 확률변수 

n 

요는 71회의 독립시행에서 사건 고가 일어난 횟수이다. 

즉 확률변수 교는 이항분포 B ( n , p ) 를 따른다 . 

따라서 이항분포 B ( n , p ) 를 따르는 확률변수 ᅫ 평균과 분산 
이 E ( X ) = np , V ( X ) = npq °] ES . 표본비율 p 의 평균，분산， 
표준편차는 다음과 갈다. 

E ( p ) = e (— = — E ( X ) = — • np = p , 

\ n ) n n 

V © = V (즌) = 부세 부_ . npq = 중 

\ n ! n n n 


P(0.4 < p< 0.575) 


0.4-0.5 
0.5 x 0.5 
一 64 一 


< 


p-0.5 0.575-0.5 ^ 

/ 0.5 x 0.5 " / 0.5 x 0.5 

V 一 64 一 V 一 64 一 J 


= P(-1.6 < Z< 1.2) = 0.8301 


모비율의 신뢰구간 

표본비율을 유이라고 할 때，표본의 크기 n 이 충분히 크면 
모비율 p 의 신뢰구간은 다음과 같다. (단， q = l — p ) 


① 신뢰도 95% 의 신뢰구간 


p - lM'l 모 i , 


n 


② 신뢰도 99% 의 신뢰구간 


p-2.58 


PQ 


n 


p -\- 1.96 



유 +2.58 
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세상에서 가장 불행한 사람은 
완벽해지려 애쓰는 사람이다. 
완벽을 겨투는 경기에는 끝이 없다. 
— 나는 오늘도 나를 응원한다. 

마리사 피어 
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확률과 통계 






»> 

삼각함수표 


각⑷ 

sin 分 

cos 分 

tan 分 

0° 

0.0000 

1.0000 

0.0000 

1° 

0.0175 

0.9998 

0.0175 

2° 

0.0349 

0.9994 

0.0349 

3° 

0.0523 

0.9986 

0.0524 

4 ᄋ 

0.0698 

0.9976 

0.0699 

5° 

0.0872 

0.9962 

0.0875 

6° 

0.1045 

0.9945 

0.1051 

7° 

0.1219 

0.9925 

0.1228 

8° 

0.1392 

0.9903 

0.1405 

9° 

0.1564 

0.9877 

0.1584 

10° 

0.1736 

0.9848 

0.1763 

11° 

0.1908 

0.9816 

0.1944 

12° 

0.2079 

0.9781 

0.2126 

13° 

0.2250 

0.9744 

0.2309 

14° 

0.2419 

0.9703 

0.2493 

15° 

0.2588 

0.9659 

0.2679 

16° 

0.2756 

0.9613 

0.2867 

17° 

0.2924 

0.9563 

0.3057 

18° 

0.3090 

0.9511 

0.3249 

19° 

0.3256 

0.9455 

0.3443 

20° 

0.3420 

0.9397 

0.3640 

21° 

0.3584 

0.9336 

0.3839 

22° 

0.3746 

0.9272 

0.4040 

23° 

0.3907 

0.9205 

0.4245 

24° 

0.4067 

0.9135 

0.4452 

25° 

0.4226 

0.9063 

0.4663 

26° 

0.4384 

0.8988 

0.4877 

27° 

0.4540 

0.8910 

0.5095 

28° 

0.4695 

0.8829 

0.5317 

29° 

0.4848 

0.8746 

0.5543 

30° 

0.5000 

0.8660 

0.5774 

31° 

0.5150 

0.8572 

0.6009 

32° 

0.5299 

0.8480 

0.6249 

33° 

0.5446 

0.8387 

0.6494 

34° 

0.5592 

0.8290 

0.6745 

35° 

0.5736 

0.8192 

0.7002 

36° 

0.5878 

0.8090 

0.7265 

37° 

0.6018 

0.7986 

0.7536 

38° 

0.6157 

0.7880 

0.7813 

39° 

0.6293 

0.7771 

0.8098 

40° 

0.6428 

0.7660 

0.8391 

41° 

0.6561 

0.7547 

0.8693 

42° 

0.6691 

0.7431 

0.9004 

43° 

0.6820 

0.7314 

0.9325 

44° 

0.6947 

0.7193 

0.9657 

45° 

0.7071 

0.7071 

1.0000 


각(的 

sin 分 

cos 分 

tan 分 

45° 

0.7071 

0.7071 

1.0000 

46° 

0.7193 

0.6947 

1.0355 

47° 

0.7314 

0.6820 

1.0724 

48° 

0.7431 

0.6691 

1.1106 

49° 

0.7547 

0.6561 

1.1504 

50° 

0.7660 

0.6428 

1.1918 

51° 

0.7771 

0.6293 

1.2349 

52° 

0.7880 

0.6157 

1.2799 

53° 

0.7986 

0.6018 

1.3270 

54° 

0.8090 

0.5878 

1.3764 

55° 

0.8192 

0.5736 

1.4281 

56° 

0.8290 

0.5592 

1.4826 

57° 

0.8387 

0.5446 

1.5399 

58° 

0.8480 

0.5299 

1.6003 

59° 

0.8572 

0.5150 

1.6643 

60° 

0.8660 

0.5000 

1.7321 

61° 

0.8746 

0.4848 

1.8040 

62° 

0.8829 

0.4695 

1.8807 

63° 

0.8910 

0.4540 

1.9626 

64° 

0.8988 

0.4384 

2.0503 

65° 

0.9063 

0.4226 

2.1445 

66° 

0.9135 

0.4067 

2.2460 

67° 

0.9205 

0.3907 

2.3559 

68° 

0.9272 

0.3746 

2.4751 

69° 

0.9336 

0.3584 

2.6051 

70° 

0.9397 

0.3420 

2.7475 

71° 

0.9455 

0.3256 

2.9042 

72° 

0.9511 

0.3090 

3.0777 

73° 

0.9563 

0.2924 

3.2709 

74° 

0.9613 

0.2756 

3.4874 

75° 

0.9659 

0.2588 

3.7321 

76° 

0.9703 

0.2419 

4.0108 

77° 

0.9744 

0.2250 

4.3315 

78° 

0.9781 

0.2079 

4.7046 

79° 

0.9816 

0.1908 

5.1446 

80° 

0.9848 

0.1736 

5.6713 

81° 

0.9877 

0.1564 

6.3138 

82° 

0.9903 

0.1392 

7.1154 

83° 

0.9925 

0.1219 

8.1443 

84° 

0.9945 

0.1045 

9.5144 

85° 

0.9962 

0.0872 

11.4301 

86° 

0.9976 

0.0698 

14.3007 

87° 

0.9986 

0.0523 

19.0811 

88° 

0.9994 

0.0349 

28.6363 

89° 

0.9998 

0.0175 

57.2900 

90° 

1.0000 

0.0000 



- 133 — 











































































































»> 

상용로그표 (1) 


수 01 2 3 4 5 6 7 8 




1.1 

.0414 

.0453 

.0492 

.0531 

.0569 

.0607 

.0645 

.0682 

.0719 

.0755 

1.2 

.0792 

.0828 

.0864 

.0899 

.0934 

.0969 

.1004 

.1038 

.1072 

.1106 

1.3 

.1139 

.1173 

.1206 

.1239 

.1271 

.1303 

.1335 

.1367 

.1399 

.1430 

1.4 

.1461 

.1492 

.1523 

.1553 

.1584 

.1614 

.1644 

.1673 

.1703 

.1732 

1.5 

.1761 

.1790 

.1818 

.1847 

.1875 

.1903 

.1931 

.1959 

.1987 

.2014 

1.6 

.2041 

.2068 

.2095 

.2122 

.2148 

.2175 

.2201 

.2227 

.2253 

.2279 

1.7 

.2304 

.2330 

.2355 

.2380 

.2405 

.2430 

.2455 

.2480 

.2504 

.2529 

1.8 

.2553 

.2577 

.2601 

.2625 

.2648 

.2672 

.2695 

.2718 

.2742 

.2765 

1.9 

.2788 

.2810 

.2833 

.2856 

.2878 

.2900 

.2923 

.2945 

.2967 

.2989 

2.0 

.3010 

.3032 

.3054 

.3075 

.3096 

.3118 

.3139 

.3160 

.3181 

.3201 

2.1 

.3222 

.3243 

.3263 

.3284 

.3304 

.3324 

.3345 

.3365 

.3385 

.3404 

2.2 

.3424 

.3444 

.3464 

.3483 

.3502 

.3522 

.3541 

.3560 

.3579 

.3598 

2.3 

.3617 

.3636 

.3655 

.3674 

.3692 

.3711 

.3729 

.3747 

.3766 

.3784 

2.4 

.3802 

.3820 

.3838 

.3856 

.3874 

.3892 

.3909 

.3927 

.3945 

.3962 

2.5 

.3979 

.3997 

.4014 

.4031 

.4048 

.4065 

.4082 

.4099 

.4116 

.4133 

2.6 

.4150 

.4166 

.4183 

.4200 

.4216 

.4232 

.4249 

.4265 

.4281 

.4298 

2.7 

.4314 

.4330 

.4346 

.4362 

.4378 

.4393 

.4409 

.4425 

.4440 

.4456 

2.8 

.4472 

.4487 

.4502 

.4518 

.4533 

.4548 

.4564 

.4579 

.4594 

.4609 

2.9 

.4624 

.4639 

.4654 

.4669 

.4683 

.4698 

.4713 

.4728 

.4742 

.4757 

3.0 

.4771 

.4786 

.4800 

.4814 

.4829 

.4843 

.4857 

.4871 

.4886 

.4900 

3.1 

.4914 

.4928 

.4942 

.4955 

.4969 

.4983 

.4997 

.5011 

.5024 

.5038 

3.2 

.5051 

.5065 

.5079 

.5092 

.5105 

.5119 

.5132 

.5145 

.5159 

.5172 

3.3 

.5185 

.5198 

.5211 

.5224 

.5237 

.5250 

.5263 

.5276 

.5289 

.5302 

3.4 

.5315 

.5328 

.5340 

.5353 

.5366 

.5378 

.5391 

.5403 

.5416 

.5428 

3.5 

.5441 

.5453 

.5465 

.5478 

.5490 

.5502 

.5514 

.5527 

.5539 

.5551 

3.6 

.5563 

.5575 

.5587 

.5599 

.5611 

.5623 

.5635 

.5647 

.5658 

.5670 

3.7 

.5682 

.5694 

.5705 

.5717 

.5729 

.5740 

.5752 

.5763 

.5775 

.5786 

3.8 

.5798 

.5809 

.5821 

.5832 

.5843 

.5855 

.5866 

.5877 

.5888 

.5899 

3.9 

.5911 

.5922 

.5933 

.5944 

.5955 

.5966 

.5977 

.5988 

.5999 

.6010 

4.0 

.6021 

.6031 

.6042 

.6053 

.6064 

.6075 

.6085 

.6096 

.6107 

.6117 

4.1 

.6128 

.6138 

.6149 

.6160 

.6170 

.6180 

.6191 

.6201 

.6212 

.6222 

4.2 

.6232 

.6243 

.6253 

.6263 

.6274 

.6284 

.6294 

.6304 

.6314 

.6325 

4.3 

.6335 

.6345 

.6355 

.6365 

.6375 

.6385 

.6395 

.6405 

.6415 

.6425 

4.4 

.6435 

.6444 

.6454 

.6464 

.6474 

.6484 

.6493 

.6503 

.6513 

.6522 

4.5 

.6532 

.6542 

.6551 

.6561 

.6571 

.6580 

.6590 

.6599 

.6609 

.6618 

4.6 

.6628 

.6637 

.6646 

.6656 

.6665 

.6675 

.6684 

.6693 

.6702 

.6712 

4.7 

.6721 

.6730 

.6739 

.6749 

.6758 

.6767 

.6776 

.6785 

.6794 

.6803 

4.8 

.6812 

.6821 

.6830 

.6839 

.6848 

.6857 

.6866 

.6875 

.6884 

.6893 

4.9 

.6902 

.6911 

.6920 

.6928 

.6937 

.6946 

.6955 

.6964 

.6972 

.6981 

5.0 

.6990 

.6998 

.7007 

.7016 

.7024 

.7033 

.7042 

.7050 

.7059 

.7067 

5.1 

.7076 

.7084 

.7093 

.7101 

.7110 

.7118 

.7126 

.7135 

.7143 

.7152 

5.2 

.7160 

.7168 

.7177 

.7185 

.7193 

.7202 

.7210 

.7218 

.7226 

.7235 

5.3 

.7243 

.7251 

.7259 

.7267 

.7275 

.7284 

.7292 

.7300 

.7308 

.7316 

5.4 

.7324 

.7332 

.7340 

.7348 

.7356 

.7364 

.7372 

.7380 

.7388 

.7396 
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»> 

상용로그표 (2》 



5.5 

.7404 

.7412 

.7419 

.7427 

.7435 

.7443 

.7451 

.7459 

.7466 

.7474 

5.6 

.7482 

.7490 

.7497 

.7505 

.7513 

.7520 

.7528 

.7536 

.7543 

.7551 

5.7 

.7559 

.7566 

.7574 

.7582 

.7589 

.7597 

.7604 

.7612 

.7619 

.7627 

5.8 

.7634 

.7642 

.7649 

.7657 

.7664 

.7672 

.7679 

.7686 

.7694 

.7701 

5.9 

.7709 

.7716 

.7723 

.7731 

.7738 

.7745 

.7752 

.7760 

.7767 

.7774 

6.0 

.7782 

.7789 

.7796 

.7803 

.7810 

.7818 

.7825 

.7832 

.7839 

.7846 

6.1 

.7853 

.7860 

.7868 

.7875 

.7882 

.7889 

.7896 

.7903 

.7910 

.7917 

6.2 

.7924 

.7931 

.7938 

.7945 

.7952 

.7959 

.7966 

.7973 

.7980 

.7987 

6.3 

.7993 

.8000 

.8007 

.8014 

.8021 

.8028 

.8035 

.8041 

.8048 

.8055 

6.4 

.8062 

.8069 

.8075 

.8082 

.8089 

.8096 

.8102 

.8109 

.8116 

.8122 

6.5 

.8129 

.8136 

.8142 

.8149 

.8156 

.8162 

.8169 

.8176 

.8182 

.8189 

6.6 

.8195 

.8202 

.8209 

.8215 

.8222 

.8228 

.8235 

.8241 

.8248 

.8254 

6.7 

.8261 

.8267 

.8274 

.8280 

.8287 

.8293 

.8299 

.8306 

.8312 

.8319 

6.8 

.8325 

.8331 

.8338 

.8344 

.8351 

.8357 

.8363 

.8370 

.8376 

.8382 

6.9 

.8388 

.8395 

.8401 

.8407 

.8414 

.8420 

.8426 

.8432 

.8439 

.8445 

7.0 

.8451 

.8457 

.8463 

.8470 

.8476 

.8482 

.8488 

.8494 

.8500 

.8506 

7.1 

.8513 

.8519 

.8525 

.8531 

.8537 

.8543 

.8549 

.8555 

.8561 

.8567 

7.2 

.8573 

.8579 

.8585 

.8591 

.8597 

.8603 

.8609 

.8615 

.8621 

.8627 

7.3 

.8633 

.8639 

.8645 

.8651 

.8657 

.8663 

.8669 

.8675 

.8681 

.8686 

7.4 

.8692 

.8698 

.8704 

.8710 

.8716 

.8722 

.8727 

.8733 

.8739 

.8745 

7.5 

.8751 

.8756 

.8762 

.8768 

.8774 

.8779 

.8785 

.8791 

.8797 

.8802 

7.6 

.8808 

.8814 

.8820 

.8825 

.8831 

.8837 

.8842 

.8848 

.8854 

.8859 

7.7 

.8865 

.8871 

.8876 

.8882 

.8887 

.8893 

.8899 

.8904 

.8910 

.8915 

7.8 

.8921 

.8927 

.8932 

.8938 

.8943 

.8949 

.8954 

.8960 

.8965 

.8971 

7.9 

.8976 

.8982 

.8987 

.8993 

.8998 

.9004 

.9009 

.9015 

.9020 

.9025 

8.0 

.9031 

.9036 

.9042 

.9047 

.9053 

.9058 

.9063 

.9069 

.9074 

.9079 

8.1 

.9085 

.9090 

.9096 

.9101 

.9106 

.9112 

.9117 

.9122 

.9128 

.9133 

8.2 

.9138 

.9143 

.9149 

.9154 

.9159 

.9165 

.9170 

.9175 

.9180 

.9186 

8.3 

.9191 

.9196 

.9201 

.9206 

.9212 

.9217 

.9222 

.9227 

.9232 

.9238 

8.4 

.9243 

.9248 

.9253 

.9258 

.9263 

.9269 

.9274 

.9279 

.9284 

.9289 

8.5 

.9294 

.9299 

.9304 

.9309 

.9315 

.9320 

.9325 

.9330 

.9335 

.9340 

8.6 

.9345 

.9350 

.9355 

.9360 

.9365 

.9370 

.9375 

.9380 

.9385 

.9390 

8.7 

.9395 

.9400 

.9405 

.9410 

.9415 

.9420 

.9425 

.9430 

.9435 

.9440 

8.8 

.9445 

.9450 

.9455 

.9460 

.9465 

.9469 

.9474 

.9479 

.9484 

.9489 

8.9 

.9494 

.9499 

.9504 

.9509 

.9513 

.9518 

.9523 

.9528 

.9533 

.9538 

9.0 

.9542 

.9547 

.9552 

.9557 

.9562 

.9566 

.9571 

.9576 

.9581 

.9586 

9.1 

.9590 

.9595 

.9600 

.9605 

.9609 

.9614 

.9619 

.9624 

.9628 

.9633 

9.2 

.9638 

.9643 

.9647 

.9652 

.9657 

.9661 

.9666 

.9671 

.9675 

.9680 

9.3 

.9685 

.9689 

.9694 

.9699 

.9703 

.9708 

.9713 

.9717 

.9722 

.9727 

9.4 

.9731 

.9736 

.9741 

.9745 

.9750 

.9754 

.9759 

.9763 

.9768 

.9773 

9.5 

.9777 

.9782 

.9786 

.9791 

.9795 

.9800 

.9805 

.9809 

.9814 

.9818 

9.6 

.9823 

.9827 

.9832 

.9836 

.9841 

.9845 

.9850 

.9854 

.9859 

.9863 

9.7 

.9868 

.9872 

.9877 

.9881 

.9886 

.9890 

.9894 

.9899 

.9903 

.9908 

9.8 

.9912 

.9917 

.9921 

.9926 

.9930 

.9934 

.9939 

.9943 

.9948 

.9952 

9.9 

.9956 

.9961 

.9965 

.9969 

.9974 

.9978 

.9983 

.9987 

.9991 

.9996 
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»> 

표준정규분포표 


f(z) 




수 

0.00 

0.01 

0.02 

0.03 

0.04 

0.05 

0.06 

0.07 

0.08 

0.09 

0.0 

0.0000 

0.0040 

0.0080 

0.0120 

0.0160 

0.0199 

0.0239 

0.0279 

0.0319 

0.0359 

0.1 

0.0398 

0.0438 

0.0478 

0.0517 

0.0557 

0.0596 

0.0636 

0.0675 

0.0714 

0.0753 

0.2 

0.0793 

0.0832 

0.0871 

0.0910 

0.0948 

0.0987 

0.1026 

0.1064 

0.1103 

0.1141 

0.3 

0.1179 

0.1217 

0.1255 

0.1293 

0.1331 

0.1368 

0.1406 

0.1443 

0.1480 

0.1517 

0.4 

0.1554 

0.1591 

0.1628 

0.1664 

0.1700 

0.1736 

0.1772 

0.1808 

0.1844 

0.1879 

0.5 

0.1915 

0.1950 

0.1985 

0.2019 

0.2054 

0.2088 

0.2123 

0.2157 

0.2190 

0.2224 

0.6 

0.2257 

0.2291 

0.2324 

0.2357 

0.2389 

0.2422 

0.2454 

0.2486 

0.2517 

0.2549 

0.7 

0.2580 

0.2611 

0.2642 

0.2673 

0.2704 

0.2734 

0.2764 

0.2794 

0.2823 

0.2852 

0.8 

0.2881 

0.2910 

0.2939 

0.2967 

0.2995 

0.3023 

0.3051 

0.3078 

0.3106 

0.3133 

0.9 

0.3159 

0.3186 

0.3212 

0.3238 

0.3264 

0.3289 

0.3315 

0.3340 

0.3365 

0.3389 

1.0 

0.3413 

0.3438 

0.3461 

0.3485 

0.3508 

0.3531 

0.3554 

0.3577 

0.3599 

0.3621 

1.1 

0.3643 

0.3665 

0.3686 

0.3708 

0.3729 

0.3749 

0.3770 

0.3790 

0.3810 

0.3830 

1.2 

0.3849 

0.3869 

0.3888 

0.3907 

0.3925 

0.3944 

0.3962 

0.3980 

0.3997 

0.4015 

1.3 

0.4032 

0.4049 

0.4066 

0.4082 

0.4099 

0.4115 

0.4131 

0.4147 

0.4162 

0.4177 

1.4 

0.4192 

0.4207 

0.4222 

0.4236 

0.4251 

0.4265 

0.4279 

0.4292 

0.4306 

0.4319 

1.5 

0.4332 

0.4345 

0.4357 

0.4370 

0.4382 

0.4394 

0.4406 

0.4418 

0.4429 

0.4441 

1.6 

0.4452 

0.4463 

0.4474 

0.4484 

0.4495 

0.4505 

0.4515 

0.4525 

0.4535 

0.4545 

1.7 

0.4554 

0.4564 

0.4573 

0.4582 

0.4591 

0.4599 

0.4608 

0.4616 

0.4625 

0.4633 

1.8 

0.4641 

0.4649 

0.4656 

0.4664 

0.4671 

0.4678 

0.4686 

0.4693 

0.4699 

0.4706 

1.9 

0.4713 

0.4719 

0.4726 

0.4732 

0.4738 

0.4744 

0.4750 

0.4756 

0.4761 

0.4767 

2.0 

0.4772 

0.4778 

0.4783 

0.4788 

0.4793 

0.4798 

0.4803 

0.4808 

0.4812 

0.4817 

2.1 

0.4821 

0.4826 

0.4830 

0.4834 

0.4838 

0.4842 

0.4846 

0.4850 

0.4854 

0.4857 

2.2 

0.4861 

0.4864 

0.4868 

0.4871 

0.4875 

0.4878 

0.4881 

0.4884 

0.4887 

0.4890 

2.3 

0.4893 

0.4896 

0.4898 

0.4901 

0.4904 

0.4906 

0.4909 

0.4911 

0.4913 

0.4916 

2.4 

0.4918 

0.4920 

0.4922 

0.4925 

0.4927 

0.4929 

0.4931 

0.4932 

0.4934 

0.4936 

2.5 

0.4938 

0.4940 

0.4941 

0.4943 

0.4945 

0.4946 

0.4948 

0.4949 

0.4951 

0.4952 

2.6 

0.4953 

0.4955 

0.4956 

0.4957 

0.4959 

0.4960 

0.4961 

0.4962 

0.4963 

0.4964 

2.7 

0.4965 

0.4966 

0.4967 

0.4968 

0.4969 

0.4970 

0.4971 

0.4972 

0.4973 

0.4974 

2.8 

0.4974 

0.4975 

0.4976 

0.4977 

0.4977 

0.4978 

0.4979 

0.4979 

0.4980 

0.4981 

2.9 

0.4981 

0.4982 

0.4982 

0.4983 

0.4984 

0.4984 

0.4985 

0.4985 

0.4986 

0.4986 

3.0 

0.4987 

0.4987 

0.4987 

0.4988 

0.4988 

0.4989 

0.4989 

0.4989 

0.4990 

0.4990 

3.1 

0.4990 

0.4991 

0.4991 

0.4991 

0.4992 

0.4992 

0.4992 

0.4992 

0.4993 

0.4993 

3.2 

0.4993 

0.4993 

0.4994 

0.4994 

0.4994 

0.4994 

0.4994 

0.4995 

0.4995 

0.4995 

3.3 

0.4995 

0.4995 

0.4995 

0.4996 

0.4996 

0.4996 

0.4996 

0.4996 

0.4996 

0.4997 

3.4 

0.4997 

0.4997 

0.4997 

0.4997 

0.4997 

0.4997 

0.4997 

0.4997 

0.4997 

0.4998 

3.5 

0.4998 

0.4998 

0.4998 

0.4998 

0.4998 

0.4998 

0.4998 

0.4998 

0.4998 

0.4998 
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교과서 

• 지학사 6차 교육과정 교과서 (공통수학，수학 I ，수학 II ) 

• 중앙교육진흥연구소 7차 교육과정 교과서 (수학 7 • 8 • 9 • 10) 

• 도서출판 디딤돌 7차 교육과정 교과서 (수학 7-8-9) 

• 웅진씽크빅 2007 개정 교육과정 교과서 (중학교 수학 1.2.3) 

• 좋은책 신사고 2007 개정 교육과정 교과서 (고등학교 수학，수학 I ，수학 II ，미적분과 통계 기본，적분과 통계，기하와 벡터) 

• 교학사 2009 개정 교육과정 교과서 (기초수학，수학 I ，수학 II ，미적분，기하와 벡터，확률과 통계) 

• 좋은책 신사고 2009 개정 교육과정 교과서 (수학 I ，수학 II ，미적분，기하와 벡터，확률과 통계) 

• 미래엔 2009 개정 교육과정 교과서 (수학 I ，수학 II ，미적분，기하와 벡터，확률과 통계) 

• 천재교과서 2009 개정 교육과정 교과서 (고급수학 I ，고급수학 II ) 

그 외의 서적 

• 김응환 • 이석문，통계교육，경문사 (2008) 

• 이창희 • 민경도， 新 수학의 바이블 적분과 통계，이투스교육 (2012) 

• 이슬비，고등학생을 위한 고급미적분학，수학 나라의 앨리스 (2013) 






